En sumformel eller to - om interferens

- fraborgeleo.dk

Vignsker - af en elleranden grund - at beregne summen

A, = cos(0) + cos(p) + cos(2¢p) + -+ cos((n — 1))

og
Ay, = sin(0) + sin(¢) + sin(2¢p) + -+ sin((n — 1) @)

hvor @ er faseforskydningen fra etled til naeste ledi summerne.

Dette vil vi ggre geometrisk, se figur 1

y-akse

X-akse

Figur 1: geometrisk addition af sinus og cosinus-led

Vivil beregne summerne ved hjlp af vektorer, saledes er
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@ =(Gn0) 2= (@) = (WGn) - dn= (s
Hver af disse vektorer haramplituden (lzengden) a = 1.
Vivil beregne vektorsummen

A=d+dy+az+-+dy,
Det erherefterklart, at A, og A, er hhv. x-koordinaten ogy-koordinaten for A.
Vibegyndermed atberegne radiusi cirklen med centrum C ogradiusr = |0C|, se figur1.

Ved at dele trekant OCUi to retvinklede trekanter findervi

14
sin (f) =2
2 r

Videlernutilsvarendetrekanten OCTito retvinklede trekanter. Vinklen OCTer n - ¢, derforbliver

1
. (n —A
sin (22) = 22
2 r

hvor A er l&engden af vektoren A

Videlerde toligninger med hinanden, og far

hvoraf

Men hvordan findervi s& koordinaterne forvektoren A - ogikke bare leengden af denne?
Hertil skal vi finde vinklen mellem vektoren /fogx-aksen, sefigur 1.

Linjen OCdannervinklen ¢ /2 medy-aksen, ogvinklen COMhar stgrrelsen 90° —n - ¢ /2. Herved bliver

vinklen mellem vektoren dgg og x-aksen 90° —% - (90° -n- g) =(n-1) -%

Derforbliverkoordinaterne forvektoren A

A,=A-cos((n—1) -%)

og
Ay=A-sin((n—-1)- %)

Derved har vivistformlerne
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cos(0) + cos(g) + cos(2¢p) + -+ cos((n — 1)(p) %%7) cos((n—1)- g) (2)
og

n
n(®2
2

sin(0) + sin(¢) + sin(2¢p) +---+ sin((n — 1)g0) = ;WET -sin((n — 1) -%) (2)

N

Men kunne vi ogsafinde summerne hvis hvert cosinus/sinus-led varyderligere faseforskudt med enfase,

dererensforalleleddene? Detkunne fx vaere fasen w - t, hvor w er vinkelfrekvensen ogt ertiden
Altsasummerne

Ay=cos(w-t)+cos(w-t+¢) +cos(w-t+2¢)+--+cos(w-t+(n—1)p)
og

Ay, =sin(w-t) +sin(w - t+¢) +sin(w-t+2¢) +-+sin(w-t+®m—-1e)

Ogsa disse summerkanvinemtklare, idetvirotererfigur len vinkel w - t i positivomlgbsretning omkring
centrum C. Vinklen med x-aksen forgges herved med w - t, ogformlerne for R og S aendres til

cos(w - t) +cos(w -t + @) + cos(w - t+2¢) + -+ cos(w-t+ (n—1)p)
= %_7) cos(w-t+Mm—1) - ) (3)
og

_sin(z—(p) . )
—mg-sm(w-t+(n—1)-;)

sin(w - t) +sin(w - t + @) + sin(w - t+ 2¢) + -+ sin(w - t + (n — 1)

(4)

sSin| —
cosinusled ellersinusled.

Det ersaledesklart, atamplituden forden resulterende svingning er Ty), uansetomvi addererden
2

Med andre betegnelser forde variable kan formlerne skrives

ny
cos(x) + cos(x +y) + cos(x + 2y) + -+ cos(x + (n — 1)y) = %(%7) cos(x+ (n—1)- —) (5)
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og
sin(ﬂ)
S

sin(x) + sin(x + y) + sin(x + 2y) + -+ sin(x + (n — 1)y) = ﬁy ~sin(x+ (n—1)- g) (6)

Eksempler:

sin(3-0,5)

cos(x) + cos(x +1) + cos(x +2) = ——

-cos(x+1)

sin(3-0,5)

sin(x) + sin(x + 1) +sin(x +2) = sin(0,5)

-sin(x + 1)

sin(5-0,5)

cos(0) + cos(1) + cos(2) + cos(3) + cos(4) = n(o5)

cos(2)

Formlerne kan ogsa brugestil at beregne interferensen mellem mange bglger med samme amplitude og
med konstant faseforskel, fx bglgerne bag et optisk gitter.

Intensiteten af fx lysbglger, derinterfererer, vil vaere proportional med kvadratet pa den resulterende
bglges amplitude. Altsa

sm( > )) 7)

I(p) =1Io - <m§y
Her er Iy intensiteten hvisderkuneretledi formlen.

Hvisvi indfgrerbetegnelsen

_no
- 21

vil x vaere et mal for, hvorlangt vier kommet rundt pa cirklen pafigur1, sdledesathvisx = 1, vilden
vektorernetop danne en hel cirkel, idet jo x-formlen ovenforgivern - ¢ = 2m, ogdenresulterende
amplitude vil vaere 0. Hvis x = 2, vil vivaere ndet 2 gange rundt pa cirklen, og den resulterende amplitude
viligenvare 0 osv.

Formlenforintensiteten med x somvariabel bliver

2
in(r-x)
Ix) =1 - (% 2 )
sin! Tx
Pa figur 2 har vivalgtn = 500, sa summenindeholder 500 cosinus- (ellersinus-) led, med en
faseforskydning mellem hvertled pa

4/11



Intensitet normeret
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Figur 2: intensiteten (kvadratet pa amplituden) for summen af 500 cosinusled som funktion af faseforskellen

Viser, at intensiteten (den lilla graf) falder hurtigt af ved voksende faseforskydning og bliver Onar x
rammer et helttal (destruktivinterferens). Maksima ud overdet centrale nds omtrent midt mellem de hele
tal. Her ndr summen af de 500 pile toppen af cirklen pafigur 1. Denrgde graf viserintensiteten ganget med
an faktor 10. Det fgrste maksimum efter den centrale top kan ses at veere ca. 4,7% af maksimal-
intensiteten, det nseste maksimum omtrent 1,6% af maksimal intensitet osv.

Intensiteten af den centrale top kan nemt findes af formel (7) for sma faseforskydninger ¢:

si ﬂ) 2 LA
1((P)=Io'<m%y) zIo-(—é—) =ly-n? - ndr @ ertetpio
2

2

Dette er selvfglgeligikke overraskende, daalle de n ledi amplitude-summen erteset pad 1 - s summen giver
n. Intensiteten af den centrale top forstaerkes derfor kraftigt med antallet af led i summen.

Anvendelse: det optiske gitter
Her er forskellige anvendelser:

a) Denenkelte spektrallinjes centraltop med sidelinjer som vist pafigur2

b) Det optiske gitters forskellige ordener
c) Spektral oplgsningsevneforoptisk gitter

Den enkelte spektrallinje: centraltop og sidelinjer

Viserpa etoptisk gitter, hvorlaserstralen rammervinkelretind pa gitteret. Viantager, atlaserstralen har
bredden L (fx 0,5 mm) og at den belyser n gitterstregeri gitteret.

Viserpa interferensen af alle n ringbglgerilaserstralens bredde i retningen givet ved vinklen 8, malti
forhold til normalentil gitteret, se fig. 3. Bglgerne fraalle stregeri gitteretvil interferere i lang afstand fra
gitteretipilenesretning.
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Optisk gitter - med n streger

» 4

Figur 3: interferens mellem n cirkelbglger i retning 6 i forhold til normalen til gitteret
Vi har sammenhangen
n-d-sin(@) = As

For at omsaette afstanden As til en faseforskel mellem 1. bglge ogn. bglge, skal videle As med
bglgeleengden A oggange med 27:

_ E _ . n-d-sin(@)
n-p =2m A—Zn — (8)
Faseforskellen mellem to nabostregerer¢ = 2m - d'Si;(e)

I 0. orden (se senere) findervi,atnar As = A, viln - ¢ = 2m, og vil er ndet 1 gang rundt pa cirklen pafigur
1. Faserne forde n bglgervariererfra 0° for den fgrste til 360° for den sidste. Bglgerne interfererer derfor
destruktivt, ogvi narintensitetsnulpunktet med x = 1 pafigur2. Vinklen 8 erbestemtaf ligningen

n-d-sin(9)

2m = 2w a

eller
. A . .
sin(8) = —= 1. intensitets-nulpunkt (9)

O~

Det andetintensitetsnulpunktnds, narAs = 2 - 4, ogn- ¢ = 4m. Ligningenforvinklen 6 bliver sa:

sin(@) = z—ii = ZD—A 2. intensitets-nulpunkt (10)

Eksempel:
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Antag, at laserstralen er0,5 mm bred hvorden rammer det optiske gitter, og at det optiske gitter har 300
streger pr mm. Der vil derforvaere 150 streger, der’aktive’, nar gitteret belyses. Gitterkonstanten er 1/300
mm eller 3333 nm. Laserens bglgeleengde antages at veere 532 nm. Heraf findervi:

sin(6) =2 =~ = 0,00106
som giver

6 = 0,061° 1. intensitets-nulpunkt
og tilsvarende

6 =0,122° 2. intensitets-nulpunkt

Det skal bemaerkes, at disse beregninger kun gaelderi 0. orden.

Hvis skaermener1 m fra det optiske gitter, vil afstanden til centralpletten veere hhv. 1mmog 2mm.
Afstanden mellem de to intensitetsnulpunkter naermest centraltoppen vil vaere 2 mm og de naest-
narmeste vil have afstanden 4mm.

Vaelges et optisk gitter med st@rre gitterkonstant, vil detikke have nogen indflydelse pa disse vinkler, da
n-d = D der erbredden af laserstralen.

Vivil altsd se en centraltopi 0. orden medintensitetsnulpunkter og toppe som pa figur2 - hvor x er malti
mm.

Hvis vi omvendt malerdisse afstande, kan laserstralens effektive bredde bestemmes.

Gitterets forskellige ordener

| formel (7) forintensiteten kan vi erstatte faseforskellen ¢ mellem de enkelte oscillatorer med ¢ + m - 2m,
hvor m er detsakaldte ordenstal (m = 0,1,2,..) - uden at ®ndre pa intensitetens vaerdi.

Vivil derforfastaerke toppe hvergang ¢ passererm - 2m, med svage sidelinjer praecis som pafig. 2. Alle
oscillatorerneerifase (idetden naeste oscillatori raeekken er m hele svingninger foran/bagefterden
forrige).

For at finde de tilhgrende vinkler, brugerviformel (8)

n-d-sin(@)
n-e = 27—~
A
hvoraf
_ ) d-sin(0)
@ =2m /1

Vierstatter ¢ medm - 2w (og sersaledes alene paretninger med konstruktivinterferens mellemalle
ringbglgerne):

d-sin(0)
A

m:2n =2m-

og delermed 27 pabegge sider:
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__d-sin(6)
)

Heraf finder vi endelig:
m-A=d - sin(@) Gitterligningen (112)

Dette er den velkendte gitterligning, der knytter bestemte retninger/vinkler til konstruktiv interferens
mellem alleringbglgerfragitteret. Saledes vil afstanden til to nabostregeri gitteretvaere m - A1 - narden
bedgmmes fraet punkt langt fra gitteretiretningen bestemt af vinklen 6, jf. fig. 3.

P3 nedenstdende figur (figur4) er intensiteten (7) afbildet som funktion af faseforskellen ¢ mellem de
enkelte stregeri gitteret. Herervalgt n = 10, sa deraltsa kun er 10 belyste stregeri gitteret. Det fremgar,
at vi har konstruktivinterferens mellem alle bglger hver gang ¢ passereret heltantal ganget med 2.

Intensitet
ﬂ 100
80,
60
2D
faseforskel ¢
-14 -12 -10 -8 -6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figur 4: intensiteten () hvor @ er faseforskellen mellem to nabostreger i gitteret

Hvilke bglgelaengder kan vi se forskel pa?

Bredden af det centrale intensitets-maksimum vist pa figur 2 ggr, at to spektrallinjer kan ligge sa taet pa
hinanden, atviikke kan skelne dem frahinanden. Men hvortaeter det?

For at besvare dette spgrgsmal servi pafigur 2. Hvis en spektrallinje af en given orden harsit maksimumi
den centrale top, og en anden spektrallinjemed en bglgelaengde taet pa den fgrste (i samme orden) harsin
centrale top placeretidetfgrste intensitets-nulpunkt forden fgrste, harvi defineret, hvad vi forstarved
usikkerheden pa bglgeleengden - og dermed hvortat de to spektrallinjer kan veere pa hinanden uden at de
'flydersammen’.

Vivil bruge teorientil at preecisere denne definition (ogsa kaldet Rayleighs kriterium)

Viserpa figur2 og viforestiller os, at en spektrallinje med bglgelaengden A har konstruktivinterferensi
retningen givetvedvinklen 6 i m. orden, sadan at gitterligningen er opfyldt:

d-sin(@) =m-A

Vigangernu meddetheletal n pa begge sider (antallet af ’aktive’ linjeri gitteret):
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konstruktivinterferensiretning 8, bglgelaengde A:

n-d-sin(@) =n-m-2
Venstresiden genkendes som afstanden As pafigur 2.

Hvisvi forggerafstanden As med en bglgelaengde (og derved eendrervinklen 6 til 8 + 46), vil bglgerne fra
alle’aktive’ stregeri gitteret give destruktivinterferensiden nye retning, somforklaretiforbindelse med
figur2. Vifarsa:

destruktivinterferensiretning 8 + A9, bglgelaengde A:
n-d-sin(@+A0)=n-m-1+21 (12)

Viforestilleros nu, at en enden spektrallinje med bglgeleengden A + AA - ligeledesi m-de orden - har
konstruktivinterferensisamme retning 6 + A6.

Intensitet

it

A+ AN

\

maksimum

minimum

Figur 5: Rayleigh kriteriet - maksimum mgder minimum
Denne vil opfylde
konstruktivinterferensiretning 8 + A8, bglgeleengde 1 + AA:
n-d-sin(@ + Af) =n-m- (A +A1) (13)

Hgjresiderneide toligningermavzaere ens, dajo venstresiderne erdet. Derforma
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nm-A+A)=n-m-1+21
Isoleres Al iovenstaende ligning, finder vi

A =2

nm
Denrelative usikkerhed pd bglgelaengden bliver derfor

AL 1 . L
~ = Rayleighs kriterium

Hvis vi udtrykkerantallet af ‘aktive’ streger ved laserstralens bredde D,erD = n - d, hvoraf

n=-
d

Kombinerervide sidste to ligninger, far vi

AL d - .
—=— oplgsningibglgelengdenim.orden (14)

Ofte udtrykkes et gitters oplgsningsevne ved bogstavet R (resolution):

A

R:ﬁ:

n-m Oplgsningsevne (15)

| 1. ordener gitterets oplgsningsevne derfor ligmed antallet af “aktive’ stregeri gitteret

Eksempel - mindste afstand mellem spektrallinjer

Viantager, at laserstralens breddeer D = 0,5 mm, og at viser pa 1. orden. Desuden antagervi, at
bolgeleengdenerA = 532 nm.

Herved bliver

AA 3333 nm
—=—=0,67%
A 1-500000 nm

og altsa
AA =532nm -0,0067 = 3,5 nm

Hvis altsd en anden spektrallinje ligger taettere end 3,5nm pa linjenmed A = 532 nm, vil detikke vaere
muligt at skelne de tolinjerfrahinanden med denne bredde af det belyste omrade pagitteret.

Eksempel- oplgsning af de to gule D-linjer i natriumspektret

I natriumspektret er derto teetliggende spektrallinjer med bglgelaengderne 588,9950 nm og

589,5924 nm, svarende til de to overgange 3pz = 3s1 og 3p1 — 3s1. Forskellen skyldes elektronens spin
2 2 2 2

(opellerned), den sakaldte spin-banekobling.

Viberegner den ngdvendige spektraloplgsningi 1. orden:

A 589,2937 nm
R=—=——=986=n"1
AA 0,5974 nm
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Her er 589,2937 nm middelbglgeleengden for de to spektrallinjer. Altsa skal dervaere ca. 1000 ’aktive’

stregeri gitteret, svarende tilen oplgsning pa 0,1 %i bglgelaengde, hvis de to spektrallinjer skal kunne
separeres.

Men hvad med oplgsningsevnen udtrykt ved vinklen 8 ?
Vitager udgangspunktiligningerne (12) og (13) og traekker dem fra hinanden:
n-d-(sin(@ +A0) —sin(@)) =n-m-A+A1)—n-m-2

Vigarnu ud fra,at A6 erenlillevinkel, sdvikanrakkeudvikle sinustil 1. orden - samtidigmed, at
hgjresidenreduceres:

n-d-cos(@) -A8=n-m-AL
ABisoleres:

m-AA
A9 = d-cos(8)

Viheriindfgrer,at AA = A og far
nm

P S Sy U — —
" d-cos(8)  dcos(f) mm  nd-cos(d)
eller
A H . .
A9 = D-cos(6) oplgsningsevne i vinkel (16)

hvor D er bredden af det belyste omrade pa det optiske gitter.

Eksempel: vifortsaetter eksemplet ovenfor. Vinklen 8 beregnes af gitterligningen

sin(f) = ™A = 15820m _ 1596 hvoraf 6 = 9,18°
d 3333 nm

Formel (15) giversa:

532 nm

= =1,08-1073 = 0,062°
500000 nm-cos(9,13°)

Dette stemmer (naturligvis) godt med beregningeni 0. ordentidligere.

Bgrge Nielsen, november 2018
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