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Denne artikel omhandler egenskaber ved rummet og tiden i nerheden af et sort hul — den singulari—
tet i rum og tid, der ifplge Einsteins relativitetsteori skulle eksistere og som manifesterer sig ved
tilstedevearelsen af voldsomt staerke tyngdefelter.

Eksistensen af et sort hul er dog ikke til dato pavist med sikkerhed. Ikke desto mindre er der gode
kandidater - f.eks. Cygnus X-1 og 2-3 stykker mere. Desuden vil der i nermeste fremtid antage—
lig komme flere kandidater til disse sorte huller, idet flere satelitter i gjeblikket undersgger himlen
for rgntgenstrale—kilder og gammastrale—kilder. Hertil kommer, at der i radiofrekvens—omrédet af
det elektromagnetiske spektrum observeres tynde strgmme af gas fra kvasarer, og disses eksistens
tilskrives virkningen af super—massive sorte huller. Det méa derfor forudses, at interessen for disse
merkvardige objekter vil tiltage — bl.a. derfor denne artikel.

(Det ma pointeres, at artiklen vedrgrer et "nggent" sort hul og ikke de tilvaekstskiver — altsa rote—
rende gasskiver — der antagelig vil omgive et sort hul og som formodentlig er ansvarlig for udsen—
delsen af bl.a. rgntgenstraling til omgivelseme, idet der ved gnidning og andre fysiske processer i
gasskiven friggres tyngde—potentiel energi ved gassens fald mod det sorte hul, og den heraf
resulterende voldsomme opvarmning kan forarsage udsendelse af rgntgenstréling.

Ejheller vedrgrer artiklen de mulige mekanismer for udsendelse af "jets" — tynde gasstrgmme, der
strler ud i to modsatte retninger fra objektet — som observeres fra kvasarer og galaksekerner og
som tilskrives eksistensen af et tungt, roterende sort hul i galaksens centrum. Denne mekanisme
har méske sin rod i det svage magnetfelt, som den interstellare plasma medbringer i sit fald mod det
sorte hul. Se igvrigt ref.1 og ref.7)

Artiklen tager udgangspunkt i Newtons gravitationslov og den heraf fglgende bevagelsesligning —
som er velkendt, i hvert fald i kartesiske koordinater. P.g.a. rotations—symmetrien af denne er det
mere naturligt at anvende polare koordinater. Det matematiske apparatur, man kan anvende ved
transformation af denne bevagelsesligning til polere koordinater, er samtidig det apparatur, der
anvendes i den almene relavitivitetsteori. Efter denne opvarmningsgvelse behandles fgrst
geometrien omkring et ikke—roterende, sort hul, den sdkaldte Schwarzschildgeometri. Og endelig
tages der fat pd den specielle geometri, der er tilstede ved et roterende, elektrisk ladet sort hul — den
sakaldte Kerr-Newmangeometri. Den anvendte parametrisering af rum—-tiden er de sakaldte
Boyer-Lindquist koordinater, idet disse giver simplere bevagelsesligninger end Kerr-koordinater
for en testpartikel pavirket af tyngdefeltet fra det sorte hul og det elektromagnetiske felt, der
stammer fra den elektriske ladning pa det sorte hul.

Bevagelsesligningerne for en test—partikel pavirket af tyngde— og elektromagnetisk felt fra det
sorte hul opstilles — og lgses numerisk — og i visse simple tilfeelde ogsé analytisk. Der fokuseres
iszr pé indflydelsen fra begivenhedshorisonten samt forskellige virkninger af hullets rotation.
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1. Newtons gravitationslov - bevaegelsesligning i polaere koordinater

Som bekendt er ifplge Newtons gravitationslov kraften F mellem to punktformige masser m, og m,
givet ved

mlmZ
r2

(1) F=G

hvor r er afstanden mellem partiklerne, G er gravitationskonstanten, G = 6,67-10"11 Nm?/kg?.

Vi antager for simpelheds skyld, at vi har at ggre med en central masse M og en testpartikel med
massen m, hvor m er ubetydelig i forhold til M. Herved vil massemidtpunktet for systemet af de to
partikler veere identisk med M? position. Dette valges som Origo i beskrivelsessystemet. Vi gnsker
at beskrive testpartiklens bevagelse under indflydelse af tyngdefeitet fra den centrale masse M. Vi
skal sd naturligvis anvende Newtons 2. lov pé den generelle form, altsd F, = ma, hvor a cr test—
partiklens acceleration. Denne resulterende kraft sattes lig tyngdekraften (1.1), og derved frem-
kommer bevaegelsesligningen

d’r mM d’r M
(1.2) mdt2 =-G e r < EZ—=—G;3—r

Her er m pé venstre side den inertielle masse, hvorimod m p4 hgjre side er den gravitationelle mas—
se. Vivil identificere disse, idet vi antager &zkvivalens—princippet: kraften fra et tyngdefelt pa et le—
geme er akvivalent med reaktionen pd en acceleration af legemet (teenk pa Einsteins kasse). Des—
uden er r stedvektoren for testpartiklen. Dette er velkendt. Derimod er det nok mindre velkendt,
hvordan denne bevagelsesligning ser ud i polare koordinater — som jo er naturligt for dette
centralsymmetriske problem.

For at tage hul pa dette, fortolker vi (1.2) pa fglgende made: sfremt tyngdekraften pé hgjre side er
0, vil ligningen beskrive en ret linie — altsd den i et Euklidisk rum korteste linie mellem to givne
banepunkter (0gsd kaldet en geodztisk linie). Lgsningen til (1.2) er naturligvis i dette tilflde

d*r

1.3 — = = r=r +v,t
dr o

Tyngdekraften pé hgjre side af (1.2) vil medfpre, at banekurven vil afvige fra en ret linie.
Opgaven er nu blot at opskrive bevagelsesligningen for jazvn bevagelse i polere koordinater — og
sd indsatte tyngdekraften et passende sted!

Her vil vi gribe til Riemann—geometriens apparatur, der simpelthen fortzller os, hvordan vi lgser
denne opgave.

(Det skal siges, at det kan ggres lettere og mindre generelt — men med denne metode introduceres
begrebsapparatur, som skal bruges senere.)

Fgrst introduceres de polare koordinater (1, ¢, 6):



(1.4)  x=rsin(B)cos(ep)

y=rsin(0)sin(¢)
z=rcos(0)

hvor r = (%, y, 2).
Nér vi gnsker at oversatte bevagelsesligningen (1.3) til polere koordinater, kan man simpelthen

bare differentiere de tre koordinaterfunktioner i (1.4) to gange og satte resultatet lig med 0. Herved
fremkommer 3 ligninger, der alle indeholder de afledede

d’r d*¢ d*®
d® = dt* * dt*

Opfattes disse som ubekendte, kan det lade sig ggre at lgse ligningerne m.h.t. disse. Og dermed op-—
stille bevageisesligningerne for jevn bevagelse i polere koordinater. Her vil vi imidlertid udnytte,
at matematikere allerede har lgst det problem(ligning (1.8) og (1.9)):

Af (1.3) finder vi, at afstanden mellem to tatliggende punkter (koordinatforskel (dx, dy, dz) eller
(dr, de, dB)) er givet ved

1.5) ds®=dx® +dy? +dz* = dr* +r?sin?(0)do? +r% do?
@

Denne stgrrelse betegnes undertiden som linieelementet — og kan f.eks benyttes til at beregne
kurvelengden af en given kurve. Desuden kunne s bruges til at parametrisere en given kurve i
rummet.

Idet vi opfatter hgjresiden i (1.5) som en kvadratisk form i de variable (dr, dg, d6), kan vi heraf af-
lese den sdkaldte metriske tensor g, :

1 0 0
(1.6) g,=10 r*sin*(6) O hvor altsd g, =1, g, =r’sin>(8), gg, =r".
0 0 r

Vi fér ogsa brug for den inverse til denne matrix:

1 0 0
(17 g*=|0 S — 0 hvor altsa g” =1 g“’“’:——-—i— g99=i
' r? sin?(0) ’ r*sin*(0)’ r?
1
o o =
r

Og sa kommer det (altsd bevagelsesligningerne for en partikel, der med konstant fart fplger den
korteste vej mellem to punkter — ogsa kaldet jevn bevagelse):

Bevagelsesligningen for jeevn beveegelse er i vilkdrlige koordinater x' , hvor i lgber fra 1 til 3
(koordinatnumre!):



d*x’ - dx! dx*
18) —-+T,, ———=0
(18) dr? *odt o dt
hvor

;1 .98, og 0g
19) Ip=—g"(—=ZL ¢ ok _ =/
(19) T 2% (axk ox’  ox”

)

Her er underforstdet summation over dobbeltforekommende indices i hvert led. I (1.8) skai der si—
ledes summeres over j og k, 1 (1.9) over n.

De indgéende I'-symboler kaldes de affine forbindelser — eller Christoffel-symboler.

Disse ligninger svarer ngje til bevagelsesligningerne (1.3), som blot er udtrykt i kartesiske koordi—
nater.

Det ser mdske lidt afskrackkende ud, men bruger vi (1.6) og (1.7) og differentierer dem som angivet
i(1.9), finder vi:

(1.10) T, =-rsin’(0) Lgo=-7

ry- I, = cot(6)
I = 1 I, =-sin(6)cos(0)
r

Alle gvrige er 0 — pdnzr dem, der er symmetriske med ovenstdende i de nedre indices — denne
symmetri stammer fra, at den metriske tensor ogsa er symmetrisk.
Bevagelsesligningeme for jeevn bevagelse (1.3) i polre koordinater bliver sé (af (1.8)):

(1.11) a) %—rsinz(e)(i—f) -—r(d—ej =0

dt
b) d§p+2d r do e t(e)a’cpafe
dt dit dt
c) @+Zfl—r—f@—cos(e)sm(6)( )2—0
dr’ dt d

Tyngdekraften indfgres nu i ligning (1.11a) pé hgjre side som i (1.2), idet jo kun den radiale beva—
gelse pévirkes af centralkraften:



(1.12) a) d—2—=—G—+rsm (6)( Z)Z r(flg)

dr* dt
2
By LR 2EAY gy E0d
dt r dt dt dt dt
2 2
c) fﬁ?=—%—§—r§+cos(6) sm(G)( )

I ligning (1.12a) optrader pa hgjre side (to) centrifugal-led, som maske lettest genkendes i det til—
feelde, hvor 6 = 90° (bevagelseskonstant):

d*r do)
1.12.1 G— —t
( ) 9 drr (dt)
b) d’_ 2drdy
dr* rdtdt

I tilfaeldet r = konstant, altsa jeevn cirkelbevagelse, er der ligevaegt mellem tyngdekraften og
centrifugalkraften, og vi far af (1.12.1a)

a3 -6Mirerc0 o o' -oM, hvorwscji—cf
¥

Dette er jo den velkendte Keplers 3. lov for jevn cirkelbevagelse.

Den analytiske "lgsning" af ligningerne (1.12.1) er gennemgaet i mange leerebgger — hvor der her
ved en lgsning forstds r som funktion af ¢. Det er velkendt, at lgsningeme er keglesnit: ellipser,
parabler og hyperbler.

Derimod ligger det tungere med lgsninger, hvor r og ¢ opskrives som funktion af tiden t — idet lgs—
ningsforsgget ender i et sdkaldt elliptisk integral, der ikke kan udtrykkes ved elementare funktio—
ner.

Vi kan dog godt fa en ide om lgsningeme udfra (1.12.1):

Beveegelseskonstanter
Af (1.12.1b) finder vi



2 2
(114) dy  2drdp . afQ. B . AfadgY
dt rdt dt dt dt dt dt dt

hvoraf

J=r fl_ctp =bevagelseskonstant

Af (1.12.1a) finder vi efterfplgende

Ir do &ir M T
115 e, 2 @
(13 dt* 7 r(a’t) = dt* R
2 2
o od T M S
dt dt* r* dt r dt

og videre heraf

d (dr)z 26M J?
—f |1 — +—|=0
dr\\ dt r r?

Det fglger heraf, at vi har en bevagelseskonstant E, hvor

2 2 2
(1.16) 2E = (dr) . DR E=1/2(%) _GM T

dt r r

Af (1.16) findes fglgende ligning:

2 2
(1.17) (d_r) =2E—(—ZGM +~J—2—)
dt ¥ r

Det sakaldt effektive potential, der er afggrende for partiklens bevagelse, er s defineret ved

(1.18) V(r )-(-MTM Jz )

r
Af denne findes
2
(119) V'(r )—%—213—=%—(M6r—ﬁ)
r ¥

Heraf ser vi, at V er aftagende for r < MG/J? og voksende for r > MG/J2. V har minimum for
1=1,=MG/J%



I dette minimun er jeevn cirkelbevegelse mulig, séfremt 2E = V(r ), se (1.17) med dr/dt = 0. Denne
cirkelbevagelse er stabil, dvs. en lille tilvakst i dr/dt vil altid give en lille @ndring af banen, idet E
i(1.17) vil forgges en smule, og derved fér ligningen for vendepunketrne dr/dt = 0 indsat i (1.17) nu
to Ipsningerr_, ogr ., der begge er tet pd r . Banen er blivet en smule elliptisk.

Uanset hvor meget dr/dt forpges (og dermed E forgges), vil vendepunktsligningen dr/dt = 0 indsat i
(1.17) have en Igsning r_, , idet V(1) — oo for r — 0. Partiklen vil altsd ikke kunne beveege sig til r =
0 safremt J = 0. Som vi vil se senere, er dette ikke tilfeldet for partikelbevagelse omkring de sorte
huller, der vil blive behandlet senere.

Numerisk er ligningerne (1.12.1) lette at 1gse, idet begyndelsesbetingelserne

dr do
1.20 , e
( ) (T0,%0) og (a’t df )0

skal angives. Her kan vinkelhastigheden de/dt findes som v /r, hvor v, er hastighedsvektorens
komposant ortogonal pd r, v, = r(dg/dt).

Herefter kan (1.12.1) opskrives som 4 koblede 1. ordens differentialligninger, ndr man indfgrer de
variable v, =dr / dt og v, =do/dt.

Og sa kan en passende Euler— eller Runge—Kutta metode "step by step" give os til en numerisk
lgsning.
Noget lignende gzlder for de mere komplicerede bevagelsesligninger, vi stgder pa nedenfor.



2. Beveegelse neer sort hul - Schwartschildgeometri

11916 lykkedes det K. Schwarzschild at Ipse Einsteins feltligninger for tyngdefeltet fra en punkt—
formig masse — og séledes beskrive geometrien i neerheden af denne. I Einsteins teori er tyngdefel—
tet blot et udtryk for rummets geometri (eller rettere rumtidens geometri, idet tidsdimensionen ind—
gdr i den geometriske beskrivelse omtrent pa linie med de tre rumdimensioner). Beskrivelsen af
geometrien ved denne punktformige masse (og dermed ogsé tyngdefeltet fra denne) gives i form af
et linieelement i stil med (1.5):

2GM 1
)Pl 4

2 2GM
cr (1_ - )

cr

21) -cfd?=-(1-

dr® +r? sin®(0)do® +r* do*

Den masse, der giver anledning til (2.1), befinder sig i punktet 1 = 0.

Desuden er dt egentiden for bevagelsen mellem rumtidspunkterne (t, 1, ¢, 6) og

(t+dt, r+dr, @+dg, 6+d6), dvs. tiden for bevagelsen mellem disse to punkter malt pé et ur, der fpl—
ger beveegelsen.

Et ur, der er i hvile i det her benyttede koordinatsystem (r,¢,0) (altsd dr = 0, dgp = 0, df = 0), vil
ifplge (2.1) vise tidstilvaksten (egentiden)

_2GM

2
cr

2.2) Ar=1 At

Uret vil séledes gd langsommere end et tilsvarende ur langt fra den centrale masse (der har position
1 = 0). For et ur, der befinder sig i hvile langt fra den centrale masse M, ses af (2.2), at tidsparame -
teren t er identisk med (egen—)tiden malt pa et ur i hvile langt fra den centrale masse.

Viser ogsd af (2.2), at et ur, der befinder sig i hvile tet ved positionen 1 = 1,=2GM, /c*, vil vise en

tid A7, som er meget mindre end At, d.v.s. at uret er nasten gdet i std — set fra den fjerne iagttager.
Enhver bevagelse gir meget langsomt, nér et legeme er tat pd r = 1, — bedgmt af en iagttager fjernt
fra denne position. Denne serlige "radius" kaldes Schwarzschild—radius.

Det skal her nzvnes, at (2.2) skal forstds meget bogstaveligt: det amerikanske standardur, der er
placeret i 1,5 kmS hgjde over havet, gar (lidt!) hurtigere end det europziske, der er placeret ved
havoverfladen (i Paris).

Den rumlige geometri er bestemt af sidste del af (2.1):

(2.3) ds*= Wa’r2 +r?sin®(0)do* +r* do?
A= )

ctr

Ligheden med (1.5) er sldende, men en lzengde ds i dette rum er ikke lig med dr, nar vinklerne
ifastholdes — og r er saledes blot en radial parameter - ikke den radiale afstand. Faktisk kan det vi—
ses af (2.3), at overfladen af en kugle er 47 r2 — men r er ikke kuglens radius!

Den rumlige geometri beskrevet ved (2.3) bryder sammen ved Schwarzschild-radius. Kuglefladen
med r = 1, kaldes begivenhedshorisonten, fordi intet — heller ikke lys — kan forlade omradet

I<I, Begivenheder indenfor denne kugleflade er séledes ikke tilgangelige for iagttagere med



I>T,. Derfor betegnes den del af rummet, der befinder sig indenfor denne kugleflade, for et sort hul.
Ifplge Einsteins teori vil en testpartikel, der kun er pavirket af et tyngdefelt, fplge en bane i den 4—
dimensionale rumtid, der giver stgrst mulig egentid. Egentiden i (2.1) er en slags "afstand" i den 4
dimensionale rumtid, som ved frit fald altsd skal veere maksimal.

Vi har tidligere set pa en lignende ekstremumsopgave: ndr en partikel ikke er pavirket af ydre kraf-
ter, vil den ifplge Newtons 2. lov fglge en ret linie - d.v.s. den korteste afstand mellem to givne
punkter i rummet. De ligninger, der styrer denne bevagelse, er givet ved (1.8) og (1.9).

Den nye ekstremumsopgave, hvor det er egentiden, der skal veere maksimal, er styret af preecis de
samme ligninger — blot nu i 4 dimensioner! De giver altsé den kurve i det 4—dimensionale rum, der
udviser maksimal egentid for beveegelse mellem to punkter i rumtiden.

Da opgaven altsd matematisk set er den samme, gar vi frem pd samme made:
- forst aflaeser vi den metriske tensor g, for rumtiden af (2.1)

~ dernst beregner vi de affine forbindelser I}, af (1.9)

- endelig har vi s& bevagelsesligningeme i (1.8).

Ifplge (1.8) vil de forskellige affine forbindelser I'j, optrde som accelerationsled for de forskel-
lige rumtids—koordinater — precis som de to centrifugalaccelerationer pé hgjre side af (1.12a). I
den almene relativitetsteori er der ikke nogen skelnen mellem "rigtige" tyngdekrafter og "fiktive"

kreefter (centrifugalkreefter, Corioliskrefter m.v.). De er nemlig alle "fiktive":

i en frit faldende, ikke roterende Einstein—kasse (et lokalt inertialsystem) er ingen af disse krafter
til stede.

Nu til opgaven:
Af (2.1) afleeser vi den metriske tensor:

-Ac*> 0 0 0
0 1 0 0 2GM
= I
(24) g, = A hvor A=1-——=1-%
0 0 r’sin’(8) O &r r
0 0 0 P
o 2 l 2 .2 2
altsa  g,=-Ac”, g, =Z 8o =1"sin"(0) oo =T
Vi skal ogsa bruge den reciprokke tensor til (2.4):
1 1 1
241) g =———, oA, w0 _ oo _ 1
2Alg Ac? 5 J r*sin’ @ £ r?

Og sa beregnes de affine forbindelser:
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2

r c rg r rg r s .2 ¥
(2.5) I‘,,=A2r2 r"=_2Ar2 I,,=—Arsin”(8) Tg=-Ar
1
L= Iy, =cot(8)
r
(] 1 (] x
Io=— I, =—sin(6)cos(6)
r
t — rg
T2A4r?

hvor A er givet i (2.4). Igen er disse affine forbindelser symmetriske i de nedre indices.
Bevagelsesligningerne (1.8) for frit fald i tyngdefeltet:

2.6) a) dlhﬂ(ﬁ) N (d—’) +Arsin2(6)(%;£) +Ar(d—8)

a2 \dt) 24r*\dv dt
2
p L. 2, DD
# rdvde &
2 2
c) §=—%%§+Sin(9)cos(6)(%)
o Sl L dd

hvort er egentiden for bevagelsen.

De 4 funktioner (t, 1, @, 0) er altsa alle funktioner af parameteren .

Da det behandlede problem udviser kuglesymmetri, vil bevagelsen foregd i et plan indeholdende
punktet r = 0, og vi kan derfor valge dette plan til at vare planet 8 = /2. Dermed er (2.6¢) opfyldt,
og de gvrige simplificeres til
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2 A 2 2 2 2
(2.6.1) a) Q=—iri(ﬂ) + s Z(E{r_) +Ar(d_(p)

a7’ 2r’ \dt) 24r*\d&t d
b d’¢ 2drdy
) 2 - 11
dt rdudt
2
o) d—zt—=—r—32£f]—r— hvor A=1—r—g
dt Ar® dv dv r

@nskes t som baneparameter — og det gnsker vi i den numeriske lgsning — gér vi frem pd fglgende

made:
_di_i(i)_i(é_d_)_ d_zfﬁf__(_di)zi
v di\dt) de\dvdt ait dt \dc) dt*

I denne benyttes (2.6.1c), og vi finder

a _ _r_géiéti+(£1£)2£ _(é)z Ty drd d°
a7’ Arl dededt \dc) dt* &t Ar? dt dt  dt*

Denne identitet indfgres nu pa venstresiden af (2.6.1a og b), og de to ligninger multipliceres med

2
(%) , hvorefter vi finder bevagelsesligningerne

d’r A T 1Y(drY d(p)z
2.6.2 a ey g £ LG~ B 4 4|
( ) ) dr’ 5o Gt ( A)(dt) r( dt

2 ¥
b) d§p= __2_+% dr do
dt ¥y or°)dt dt

Disse bevegelsesligninger kan nu sammenlignes med de tilsvarende (1.12.1) i Newtons gravita—
tionsteori, idet det erindres, at 02rg = 2GM. Vi far séledes Newtons ligninger igen, nar fglgende be-
tingelser er opfyldt:

(2.7) Newtonsk grense: 7 >>7, og drldt<<c

I denne granse ser vi af hgjresiden i (2.6.2a), at leddet indeholdende dr/dt bliver ubetydeligt i for—
hold til fgrste led pa hgjresiden. Desuden er A i denne grense ca. 1. I (2.6.2b) bliver leddet i paran-
tesen rg/r2 ubetydeligt i forhold til det fgrste led i parantesen.
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Koordinatfart og lysets fart:
Nu til problemet: givet, at partiklen har hastighedskomposanterne

28 % de
dt dt

samt partiklens position, hvordan er da partiklens fart bestemt? (Vi forudsatter her, at 6 = 7/2 =
bevagelseskonstant)
Af (2.3) finder vi

ds\' (drY dpY' 1(dr\' ,(dpY
29 2E == = —_ —_—— = —| — 2 -
29) v (dt) g”(dz) +g“"”(dr) A(dt) i (a’t)

hvor vi har brugt v, for partiklens koordinatfart. Ordet "koordinatfart" refererer her til, at tiden t
ikke er tiden malt af en lokal iagttager, men tiden mélt af en fjern iagttager. Denne tidsparameter t
er en af de anvendte parametre i det valgte koordinatsystem — der¢for ordet.

For en lysstrdle i samme retning finder vi af (2.1), idet egentiden dv = 0 for lys:

2 2 2
(2.10) sz(é) =l(d—r) +r2(d—(p) = Ac?
dt A\ dt dt

Te
¢ =CcVA =c,|1-—=
-

hvor vi har benyttet ¢, for lysets koordinatfart.
Vivil imidlertid ogsa geme have et mél for partiklens fart mélt af en lokal iagttager. Det kan vi f3,

idet vi i stedet for tiden dt benytter den lokalt malte tid dt defineret ved (2.2). Vi indsatter (2.2) og
(2.3)i(2.1) og far

2
(2.11) ctdd? = cz(dt) - ds*

Er der tale om lys, er dv = 0, og af (2.11) ser vi, at lysets fart ds/ dt =c! Nar tider (og leengder)
méles med standardure og mélestokke on location, finder vi det velkendte postulat fra den spe—
cielle relativitetsteori.

For enhver partikel vil vi derfor definere partiklens fysiske fart § pa fplgende méade:
1 A

(2.12) =—ds/dt
é

Det bemeerkes, at f for fysiske objekter altid vil vare mindre end eller lig 1.

Af (2.2) og (2.9) finder vi partiklens fysiske fart udtrykt ved koordinathastighederne:
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o (@[ _(1(a) o(de)) 1
215) g ’(dt) {d;J —(A(a’t) ” (a’t) JA%J

Til sidst vil vi — da vi senere skal bruge dette udtryk — finde tilveeksten i egentid udtrykt ved B. Af
(2.11) og (2.12) folger

v _dud

? ;
(2.14) =y ~V1-B N

dt

Begyndelsesbetingelser

Den omvendte opgave star vi over for, ndr startbetingelserne for (2.6.2) skal opstilles:

givet en position, samt en retning for hastighedsvektoren, samt partiklens fart relativt til lyset R,
hvordan findes da koordinathastighederne dr/dt og de/dt ?

Ved hjelp af de til bestemmelse af partiklens bevagelsesretning opgivne (ikke normerede) hastig—
hedskomposanter

; dr d
(2.15) Woeg, og WO = [gop

kan den (ikke normerede) fart v, i (2.9) beregnes: v; =(w')2 +(w“’)2. Heraf kan sa beregnes en
enhedsvektor e' (i koordinatsystemet (dr,dg)) i bevagelsens retning:

wr

®
(2.16) e = P

vt grr vt '\/—g;

Partiklens hastighedskomposanter findes sé af

dr . d
(2.17) ~=Bege %-Bc,e“’

Her er c, givet ved (2.10). Vi er séledes parat til at lgse (2.6.2) numerisk — eller analytisk.

Bevagelseskonstanter:

P2 grund af problemets rotationssymmetri og at de geometriske stgrrelser g, er tidsuathengige, er
der to oplagte bevagelseskonstanter: impulsmomentet og energien af testpartiklen.

Begge stgrrelser fas ved integration af bevaegelsesligningemne (2.6.2):
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2 2
d ?_—gﬁd—q’ rzd—;‘l S A - d(rz—‘?f'i}o
dt rdvdu dt dv dt dt\ dt
hvoraf
2 do
(2.18) J =r* —=konstant
dt

(2.6.1c) kan integreres til ligningen

(2.19.1) Gl A = konstant
dt

Vi definerer partiklens energi E (inklusiv hvilemasse!) pr.masseenhed som denne konstant — be—
grundelse folger senere:

(2.19.2) E="—Ac?

Hvis vi benytter (2.14) sammen med denne, finder vi fplgende udtryk for E:

1-
(2.20) B g [0
= 1-p

Hvis farten er lille og r er stor — altsd den Newtonske grense (2.8) — kan vi rekkeudvikle (2.20) og
finder

(2.21) Ez(1+’/2ﬁz—rg/2r)c2=cz+‘/zv2—G—M=cz+E

Newton
¥

hvor E, . - er den mekaniske energi pr. masseenhed i den Newtonske mekanik. Dette ggr det
rimeligt at kalde E for partiklens (mekaniske) energi pr. masseenhed.

Idet E er en bevagelseskonstant, ses det af (2.20),at f —1_for r—r o+ - £nhver partikel vil sdledes
nzrme sig lysets fart, sdfremt den nermer sig begivenhedshorisontenr =r_— og det uanset be—
gyndelsessted og begyndelsesfart! For r < T, bliver B > 1. Det betyder, at ingen partikel kan forblive
i hvile i dette omrade af rummet. Alle bevagelser er rettet mod r = 0. Derfor kaldes r = r_ ogsa den
statiske greense. Det her anvendte statiske koordinatsystem er ikke leengere hensigtsmassigt for den
fysiske beskrivelse, hvis man gnsker, at partikler skal have en fart, der er mindre end lysets. I dette
omrade kan det her anvendte koordinatsystem f.eks. erstattes med et beskrivelsessystem, der fglger
frit faldende partikler, der har 3 = 0 for r = %. Se ref.7 afsnit 2.4.

Ser vi igen pa en partikel, hvorr > 1, kan vi af (2.20) finde den mindste fart, som tillader partiklen
at undslippe til r = . Farten i uendelig er 0, og derfor er E = ¢, hvoraf

1-r,/r r
(2.22) Escapefart: E=c’ < 1 8[32 =1 <« v _=cf= c\/; = ‘,2GM
- r r




15

Escapefarten er givet ved precis samme udtryk som i Newtons teori. Desuden ser vi af (2.22), at
escapefarten ved begivenhedshorisonten r =1 _ er lyshastigheden.

Er der tale om en partikel med lysets fart, er é =1, og E er ikke defineret. For dette tilfeelde havde
det veeret bedre at benytte bevagelseskonstanten 1/E, idet denne for disse partikler er 0. Denne be—
vagelseskonstant sikrer, at partikler med = 1 beholder deres fart! Ellers kan 1/E ikke forblive 0.

For partikler, der bevager sig med lysets fart, dur (2.18) og (2.19) ikke, da dt = 0. Derimod kan vi
bruge forholdet mellem J og E som bevagelseskonstant — ogsé i dette tilfalde:

jdod s dy

J dt dt dt
2.23 2 -
(223) E™ ad A
&t

Vikan nu - til senere brug - ved hjalp af de to integrationskonstanter E og J opnd en 1.ordens dif-

ferentialligning for r. Vi begynder med at dividere (2.1) med dv?, stadigvak under forudsztningen
0 =m/2:

2 2 2
(2.24) c? =Acz(—d£) _i[d_r) —rz(@)
dt A\dx dt

Benytter vi sé definitionerne (2.18) og (2.19) for J og E, finder vi efter lidt omordning af leddene
endelig 1.ordens differentialligningen

(2.25) (%)2 = cz((g—)z - A(l + c{; D

Jaevn cirkelbevaegelse:
I (2.6.2a) satter vi r = konstant, og vi far:

2

c’r
(2.26) 0=-—2+Aro’ hvor msd—q)
2r dt
<>
oo czrg
2r?

Altsd samme ligning som Keplers 3. lov (1.13).

(2.26) indsaettes i (2.13):

g

r2w2 v
A% 2r - 2r,

(2.27) B?
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Forlanger vi nu, at partiklens fart skal vere mindre end lysets, altsd § < 1, finder vi:

(2.28) Bl < r=L5,

Specielt er jevn cirkelbevaegelse mulig for en lysstrdle , ndr r = 1,5 Schwarzschildradius!
Bevagelseskonstanten (2.23) bliver for denne banebevagelse:

(2.29) J_re r f"zrs 1 /§;=ﬂr /i
E Ac Ac?\N2r ¢\ 2 l_ig_ 7 *
r

Stabilitet af cirkelbaner

I modsatning til Newtons gravitationsteori er ikke alie cirkelbevalgelser omkring det sorte hul
stabile: en lille &ndring af partiklens fart kan i nogle tilfaide fore til, at partiklen enten hurtigt fal-
der mod begivenhedshorisonten eller fjerer sig mod r = . Denne ndring kunne f.eks. skyldec

energi— og impulsmomenttab som fglge af udsendelse af gravitationsstraling eller ssammenstgd med
andre partikler, der kredser om hullet.

For at undersgge dette ngjere, ser vi pa ligning (2.25) igen:

on (& b2

Vi definerer nu det effektive potential V(r) pa fplgende made:

(2.31) V(r)=(1—ri)(l+‘2]—22)
r cr

Af (2.30) ser vi s, at bevagelse er mulig i omréder, hvor V() < (E/c?)?. 0g umulig, hvis
V(1)>(E/c?)?. Partiklen vil have vendepunkter, hvor V(r) = (E/c?)?, idet dr/dv her er 0.

P4 nedenstdende figur ses grafen for V(r) i fire tilfelde: graferne, der udviser et maksimum har
I*=6c’r;,I* =5¢™r;, J* =4c’1}, og grafen med vendetangent (se nedenfor) J? =3c’r? . For
mindre vardier af J2 er V(r) voksende. Det fremgar af denne figur, at en banebevagelse med de tre
forste veerdier af J? kan vere stabil mod at falde i den sorte gryde, nér partiklen kommer fra store r—
veerdier (séfremt veerdien af bevegelseskonstanten (E/c?)? er mindre end potentialmaksimum)

medens den sidste ikke er det: der er ikke nogen "top" i potentialet, der kunne ggre det umuligt for
partiklen at passere ind til r = I,

e

[ 8]
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Figur 2.1

Figuren viser det
effektive potential for
fire forskellige veerdier
af J2. Det effektive
potential er en
hjeelpestprrelse i
forbindelse med
analysen af bevaegel -
sesligningen (2.25)

For at finde greensetilfzldet mellem de potentialer, der udviser et maksimum og de, der ikke ggr
det, vil vi prgve at finde parametrene E og J for den bane, hvor V(r) har en vendetangent. Vi vil
altsa prgve at finde E og J, sddan at differentialkoefficienten V'(r) har fortegnsforlgbet +0+:

' 7 J2 7 J2 1 JZ JZ
14 (r)=r%(1 + czrz)-2(1 —f)czj=r—4(’gr2 A g Feh

Diskriminanten for 2. gradspolynomiet i parantesen er
J2 2 J 2
2 2.2.2
D=4(c—2) —4r, -3r, e 4c—4(J =3a'K, )

hvoraf

V'(r)=0 har en lgsning < D=0
eller

(2.32) J* =3¢}
Indsat i V'(r) giver det

V'(r) =%(r - 3rg)2

Vendetangenten findes derfor for r=3r,, og kun i det tilfeelde, hvor J* = 3¢’r;". Skal partiklen i
dette tilfeelde undga at styrte i hullet, ma dr/dp veere 0 forr = 3, 0g derfor mé ifglge (2.30)

E/c’ = 1/Vi3rgj.
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Heraf fas endelig af (2.31) energien E for den cirkelbane, der lige netop er greensetilfeldet mellem
de stabile cirkelbaner og de ustabile cirkelbaner:

(2.33) Gransetilfelde for stabil cirkelbane : r =3r,,J= \/§ch ,E=¢? \/g

Forestiller vi os, at en partikel cirkulerer omkring det sorte hul og langsomt mister energi til omgi-
velserne, vil den tilnermelsesvis bevage sig i en cirkelbane, indtil r= 3r . Herefter vil den hurtigt
styrte mod hullet uden nazvnevzardigt energitab. Den energi, der er afgivet til omgivelserne, er 4,
idet partiklens energi langt fra hullet er 1mc? (se (2.20) og (2.27)):

.. : 8 x :
(2.34) Frigjort energi: mc* —mc? \/g =0,0572mc* =5,72% af hvilemasseenergien

Det hurtige fald mod hullet er nedenfor anskueliggjort ved at pdbegynde en cirkelbeveaegelse for
r—4r og i bevagelsesligningen (2.6.2) at indfgre en svag "friktionskraft" proportional med de/dt.
Der er kun sat tidsmarkeringer i fgrste omlgb og for r<3r, - for overskuelighedens skyld.

. Begyndelsesveerdier:
Beveegelse med energitab
Enhed pd kvadratnet (2GM): 1.00
Rotationsparameter a: 0.00
Elektrisk ladning pd hul: 0.00
Specifik ladning pd testpartikel: 0.00

I vic= 041 x = -4.00 y = 0.00

Figur 2.2
Figuren viser det hurtige fald mod hullet for r<3r, for en spiralbeveegelse opndet ved at indfgre svag
friktionskraft pa partiklen. Tidsrummet mellem de markerede punkter er At = 5r Jc. Der er kun afsat
tidsmarkeringer for det fprste omlgb, samt for r < 3r,
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Frit fald mod det sorte hul

Vi skal nu se pa den store betydning, som det anvendte referencesystem har for den tid, som et frit
fald mod det sorte hul tager.

Vi begynder med det simpleste tilfelde: en foton pa vej direkie mod

begivenhedshorisonten. Af (2.1) finder vi, idet dp = 0 0g d6 = 0, 6 = 7/2 og for en foton dt = 0:

(2.35) dt=0 - ﬁb{l_’i) = gl
dt r 1_r_g
¥

hvoraf

r K -7
ct=—J‘ dr =7, —r +In| =%
fol—-r/rg r—r

g

Viser, att— o for r—>r . Altsd: beveegelsen frar =r_til 1 =1 tager uendelig lang tid bedgmt af
en iagttager i hvile! P4 den anden side er der tale om en foton, der jo ikke bruger nogen egentid,
altsd T = 0. Det kan da kaldes noget af en forskel!

For en partikel med begyndelsesfart mod det sorte hul, der er mindre end lysets fart, vil tiden t lige—
ledes divergere, idet bevagelseskonstanten E i (2.20) jo sikrer, at farten neermer sig lysets nar par—
tiklen nermer sig horisonten, derfor fés far et lignende tidsforlgb som i (2.35). Tiden m4 jo forven—

tes at vaere leengere end for lyset, eftersom partiklen er langsommere. Derfor kan vi ikke forvente en
endelig tid.

Derimod vil egentiden < for faldet fra en "afstand” r_til r = 0 (alts4 til singulariteten!) vare endelig:

o)
dv r r r I

=
1 —ar
dr=—
€% T
ror,
hvoraf
1 d 1 dr 1| | i
r e ¥t /d ¥ . r
awes— | e _OJ' =— -l[—,/ror—r2 —r, Arcsin l——]
7 r
cn f&_ri c\r, r_o_1 c ¥ K .
I S ¥

Setter vi herr = 0, fas:
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(2.37) T= r—°r—°Arcsin(1)=\/§r—°£
r

e € r802

Denne tid er i hgj grad endelig. Antager vi f.eks. at det sorte hul har en masse pé 1 solmasse, er
Schwarzschildradius 3 km. Et fald fra 1, = 700000 km (Solens radius) til r = 0 vil tage egentiden

700000 km  700000km
T= — =1770sek
3km  300000km /s 2
Det mé& sjges at veere mindre end den uendelige tid, enhver iagttager i hvile vil se for blot faldet til
begivenhedshorisontenr =1 .
Igvrigt er tiden T i (2.37) praecis den samme tid, som kan beregnes fra Newtons bevagelsesligning
(1.12.1a). I dette tilfelde kan udtrykket (2.37) ogsa begrundes udfra Keplers 3. lov.

Bevcgelsesligning (2.6.2) med t som parameter og begyndelsesfart 0 er 1gst numerisk pa fig.2.3
nedenfor. Partiklens fald pabegyndes i punktet nummereret 1.

Begyndelsesverdier:
Frit fald mod sort hul, parameter t ‘
Rotationsparameter a: 0.00
Elektrisk ladning pd hul: 0.00

Specifik ladning pd testpartikel: 0.00

1 vic= 000 x=-300y =000 z= 0.00

IR

Fig.2.3
Figuren viser frit fald mod begivenhedshorisonten, parameter t.
Tidsrummet mellem de markerede punkter er At = 0,5r g/c - ogrhar
begyndelsesveerdien 3rg.
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Som det fremgdr af figuren ses i begyndelsen af faldet en stigende fart mod begivenhedshorisonten,
der er markeret ved en del af en cirkel. Men i den sidste del af bevagelsen ses, at tids—markerin—
geme ligger tattere og tettere — partiklen nar aldrig r = I, Ikke desto mindre narmer partiklens fart
sig lysets — som imidlertid ogsa formindskes, nar lyset neermer sig r = 1., som det fremgdr af ligning
(2.11).

I modsatning hertil er der ikke nogen problemer med at passere begivenhedshorisonten, nér bevea-
gelsen fglges fra en frit faldende partikel — og egentiden benyttes som baneparameter. En astronaut
vil sdledes nd singulariteten i r = 0 i lgbet af en endelig tid mélt p& dennes eget ur. Det vil imidlertid
have nogle ubehagelige konsekvenser: tidevands-krafterne vil rive bdde rumfartgjet og staklen i
atomer. Accelerationen i det frie fald vil nemlig vere stgrre pd de dele, der er tattest pd r = 0, og det
vil bevirke en voldsom udstraekning af de legemer, der falder mod singulariteten.

Fotonbaner i tyngdefeltet

Pa figur 2 nedenfor ses 9 forskellige fotonbaner i tyngdefeltet ved det sorte hul, hvis begivenheds—
horisont er tegnet som en kugle med radius 1. Alle baner ligger i det med kvadratnet markerede x—
y-plan (0 = m/2). Jo tattere fotonen passerer forbi hullet, desto mere afbgjes fotonens bevagelses—
retning — en effekt, der er velkendt fra det stjernelys, der passerer gennem Solens tyngdefelt pé sin
vej til jorden. I dette tilfaelde er afbpgningen naturligvis langt mindre end pa fig.4 p.g.a. det langt
svagere tyngdefelt fra Solen. Andringerne i stjernepositioner stemmer ikke desto mindre godt
overens med hvad den her behandlede teori forudsiger.

En anden effekt, der ogsé tydeligt fremgar af denne figur, er den forsinkelse, som elektromagnetisk
straling opndr ved at passere tat forbi det sorte hul. Dette ses ved at sammenligne de markerede
tidspunkter for de baner, der er tattere pa hullet med de tilsvarende for fjernere baner. Netop denne
effekt kan ogsd maéles i solsystemet, idet radarstréler fra Jorden sendes tat forbi Solen, rammer
Merkur og reflekteres herfra. Forsinkelsen i Solens tyngdefelt er af stgrrelsen max. 240 mikrose—
kunder. Igen er overensstemmelsen med den her omtalte teori overbevisende.

Det fremgar ogsa af fig.2.4, at fotonbane nr.8 ender som en cirkelbeveegelse. Baner teettere pa falder
hurtigt mod begivenhedshorisonten — som bane nr.9. Det sorte hul kan altsa absorbere fotoner — sd—
vel som (andre) partikler.

For at finde ud af, hvor stor evne det sorte hul har for at absorbere fotoner, skal vi finde ud af, hvor
langt fra retningen mod det sorte hul vi skal skyde vores partikel af, for at den lige netop gér ind i
en jevn cirkelbevegelse. Hertil skal vi bruge en under bevaegelsen bevaret stprrelse, nemlig beva-—
gelseskonstanren J/E fra ligning (2.23). For cirkelbanen, som denne partikel ender i, har vi allerede
udregnet J/E, se afsnittet om javn cirkelbevagelse ligning (2.29).

Langt fra det sorte hul kan partiklens impulsmoment pr. masseenhed J, = r’d¢/dt beregnes som
partiklens fart gange afstanden fra partiklen til den med partiklens hastighedsvektor parallelle akse
gennem 1 = 0 — ogsa kaldet stgdparameteren b. Heraf fés s af (2.23), idet A — 1 forr — co:

2.38) —=—=—"-2%2 hvora =
( )E c? 2 ¢ v 2 s

Endelig kan vi s finde hullets tversnit for at indfange partiklen som arealet af cirklen med radius
b:

27
(2.39) o,,, =nb’ =Jr7rg2
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Er hullets masse f.eks. 1 solmasse, er r = 3km, og b = 7,79 km, tvarsnittet (2.39) bliver
0=191 km”. For partikler med B_ <1 bliver tvztsnittet for absorption stgrre end (2.39) angiver.

Begyndelsesveerdier:

Fotonbaner ved sort hul

I vic= 100 x = 400 y = 3.92
2 vle = 100 x = 400 y = 3.72
3 vlc= 100 x = 400 y = 3.52
4 vic= 100 x = 400 y = 3.32
S vle= 100 x= 400 y =312
6 vic = 100 x = 400 y = 2.92
7 vie = 1.00 x = 4.00 y = 2.72
8 vic= 100 x = 400 y = 2.52
9 vle= 100 x = 400 y =232

......

---------

_______

~R WA AN

Fig.2.4
Figuren viser en reekke fotonbaner, der passerer teet forbi
et sort hul. Begivenhedshorisonten for dette er tegnet som
en kugle. Tidsintervallet mellem markerede punkter er At = 2r g/c.

Perihel-drejningen

I modsztning til Igsningerne til Newtons bevagelsesligning (1.2) eller (1.12.1) vil der omkring det
sorte hul ikke eksistere baner, der ligger fast i rummet, som f.eks. en ellipsebane. De punkter af ba—
nen, der er tzettest pa hullet eller fjernest fra hullet, vil @ndre sig for hver "periode” i bevaegelsen.
Punktet, der ligger fjernest fra hullet (abhel), vil dreje fremad, dvs i samme retning, som partiklen
bevager sig rundt, som det tydeligt fremgdr af fig.2.5. Ligeledes punktet, der er tattest pa hullet
(perihel). Heraf navnet periheldrejning, idet planeternes baner udviser et ligninde feenomen — dog
langt mindre udtalt end pa fig.2.5 p.g.a. det langt svagere tyngdefelt, som planeterne beveager sig i.

Og mest udtalt for Merkur, som er tattest pd Solen. Ogsa denne effekt forklares kvantitativt over—
bevisende udfra den her behandlede teori!



Begyndelsesverdier:

Bane ved sort hul - periheldrejning

Enhed pd kvadratnet (2GM): 5.00
Rotationsparameter a: 0.00
Elektrisk ladning pd hul: 0.00
Specifik ladning pa testpartikel: 0.00

I vic= 020 x =-1000 y = 0.00

Fig.2.5
Figuren viser periheldrejningen af en bane om det sorte hul.
En periode for denne beveegelse er altsa mere end en omgang
om hullet — altsa mere end 360°. Tidsintervallet mellem
markerede punkter er At = 5r g/c.
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3. Det roterende sorte hul. Kerr-Newman-geometri.

Til en start af dette kapitel lidt om de enheder, der vil blive brugt fremover for leengde, tid, masse,
impulsmoment og elektrisk ladning:

30) ()
(b)
©
@
©

Som masseenhed bruges den centrale masse M

Som lzngdeenhed bruges bruges Schwarzschild-radius (ogsé kaldet gravitationel
radius): r, = 2GM/c? — som giver "stprrelsen” af det sorte hul, safremt hullet ikke
roterer.

Som tidsenhed bruges r /c — hvor c er lysets fart i det tomme rum.

Som fplge af (b) og (c) er enheden for fart lig med lysets fart c.

Impulsmoment, som jo har dimensionen masse gange hastighed gange leengde, vil vi
bruge enheden Mer, . Impulsmoment pr. masseenhed far enheden cr,.

Den elektriske ladning, som har SI-enheden C (Coulomb), vil vi delc med konstan

ten ¢’ / \/2G k. , hvor k. er Coulomb-konstanten k. = 8,99-10° Nm?/C?. Herved
opnés, at den elektriske ladning far dimensionen lzngde - idet den fprst omtalte
konstant har SI-enheden C/m: ¢* /\[2G k. =8,22-10°C/m

Det hidtil behandlede tilfeelde af et sort hul udtrykt i linieelementet (2.1) beskriver et kuglesymme-
trisk sort hul. Alle retninger frar = 0 er lige gode — derfor kan (2.1) ikke beskrive den frihedsgrad,
som et sort hul ogsa kan have, nemlig rotation — hvis vi antager, at rotationen her indflydelse p&
metrikken. Og heller ikke den mulige elektriske ladning, et sort hul ogsé kan besidde. En lgsning til
Einsteins feltligninger, der medtager rotationsfrihedsgraden, blev fundet af R. Kerr 11963, se f.eks.
ref.4 p.240. En Igsning, der ogsd medtager muligheden for elektrisk ladning, blev fundet af
Newman m.fl. (1965). Denne betegnes derfor Kerr—-Newman geometri. Med anvendelse af Boyer -
Lindquist koordinater (1967) kan denne geometri beskrives ved linieelementet (ref.5 p.877 og 898)

(3.1) -c’dv’ =

hvor

(3.11) A=r? MG

_EAz—[cdt —asin® E)dcp]2 + Sigz 0 [(’2 +a*)dy _acdt]2 +§dr2 Bt

2 2 2 2 2
2 r+a*+Q" =r*-rr+a +Q

(3.1.2) p* =r* +a’cos’ 6

(3.1.3) a=S/(Mc)=impulsmoment pr.masseenhed for hullet / ¢

Det elektromagnetiske felt, der er associeret med det roterende, elektrisk ladede sorte hul, er givet
ved den antisymmetriske tensor £, :
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(3.2) F,=0p"(* -a’cos’0) F,, =-20p™a’rcosBsin®
F,, =Qpasin’ 0(r* -a*cos’®)  Fy,=20p ar(r* +a*)cosBsin b

samt detilsvarende antisymmetriske komponenter. Andre komponenter er 0.

Det vektorpotential, der genererer (3.2), er givet ved

63 4--Z A =0 4 =L asin’o 4,=0

2 0= 2
p

Det bemerkes, at (3.2) kan findes som rotationen af vektorpotentialet (3:3);

Et sort hul kan siledes karakteriseres ved dets masse M, impulsmoment S (eller rotationsparameter
a) og elektrisk ladning Q. Ingen andre stprrelser er ngdvendige. Dette udtrykkes ofte ved, at "et sort
hul har ikke har". Et sort hul er altsi ganske enkelt at karakterisere — der er kun 3 parametre.

Setter vii(3.1)a=0og Q =0, ser vi, at vi er tilbage i (1.16). Boyer-Lindquist koordinaterne i
(3.1) er derfor en generalisering af Schwarzschild-koordinaterne i (2.1).

Koordinatsystemet, der ligger til grund for metrikken, bryder sammen ved A = 0, eller, ndr denne
ligning lgses m.h.t. 1z

3.4) Horisont: A=0 <«  r=r =Vr +.(%r,) -(a* +0’
* g g

(Minustegnet i gsningsformlen dur ikke, da dette ville giver =0 itilfeldeta=Q=0.)
Betingelsen for eksistensen af horisonten er altsa, at

(3.5) a +0*=(%r,)

Dersom der ikke eksisterer en horisont, vil singulariteten i 1 = 0 vare synlig for omverdenen, og
dette kan vises at give problemer med kausaliteten. Derfor md vi antage, at (3.5) er opfyldt for alle
sorte huller. Dette giver en begrensning pa, hvor hurtigt hullet kan rotere. Det antages derfor, at der
ikke kan dannes et sort hul, safremt (3.5) ikke er opfyldt: centrifugalkrefter og elektrisk frastpdning
vil forhindre dette.

Langt fra det sorte hul (d.v.s. r>>1) finder vi af (3.1):

(3.6) -c*dt =—c*di* +dr* +r’ sin® 0dg” +r’dp’
Rummet er sledes langt fra det sorte hul identisk med rummet i den specielle relativitetsteori:

Minkowski-rummet, hvor rumgeometrien er Euklidisk.
Af (3.2) finder vi s8 det clektriske og magnetiske felt pa stor afstand fra hullet:
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F
(3.7) a) E,=Fn=—Q7+O(r’3) EB=E°l=O(r'4) Eq,= -0
v r rsin O
F,
b) L —2—3—=2Q—?c038+0(r4)
r“sinB r
F
= =—QTasin6+O(r'4) B¢=F—=O.
¥sin® r ¥

Her betyder O stgrrelsesorden.

Af (3.7a) ser vi, at det elektriske felt ligner feltet fra en punktladning Q. Af (3.7b) ser vi ligeledes, at
hullet er omgivet af et magnetisk dipolfelt (som feltet fra en stangmagnet) med magnetisk moment
Qa. Det er siledes rotationen (udtrykt ved a), der skaber det magnetiske felt.

Af (3.1) aflzeses den metriske tensor:

A-a’sin® @ asin’ 6(A-(r* +a’))
e O
p2
0 — 0 0
(3.8) i = oo 6CA 2 2 A inoe
asin® 6( —2(r +a’)) 0 51_112__((r2 +a2)2-Aazsin26) 0
p p
0 0 0 p’
A—a’sin?0 asin® 8(A - (r* +a?))
avs. gﬂ=—_—'—_2__—> o = 2 )
p p
0 sinzﬂ(z 2)? 2-2)
g”=_A_’ 8o =3 (r +a) —Aa”sin“ 9
Y
Eeo = pz

Ved differentiation kan det vere en fordel at bruge fglgende udtryk, der kan vises udfra (3.1.1) og
(3.1.2) og ovenstaende:
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~0? asin® 0(r - 0?)
(3.8.1) g, =—1+" sz o= - ;
™ Sin°0/((02)? 4.2 sin? (o +7 - 0°))

(r> +ar2)2 - Ad’sin’ 0 a(A ~(r? +a2))
- 0 0
p*A p'A
0 % 0 0
(3.8.2) g = 4
a(A—(r2+a2)) A-a*sin*6
0
p’A p’Asin’® 0
1
0 0 0 E)—z—
altsa er
n__(rz +a?) —Ad*sin® @ w:a(A—(rz +a2))
g = p2A g pzA
o A w A-a’sin’@ o 1
g —pz 4 0*Asin® B g _pz

Som i Schwarzschild—geometrien er den statiske greense (gransen, hvor det anvendte statiske ko—
ordinatsystem ikke leengere er hensigtsmassigt — sédfremt koordinatsystemet ikke pnskes at bevaege
sig hurtigere end lyset) givet ved betingelsen g, > 0. Begrundelsen for dette er fglgende: betragt en
statisk iagttager, dvs. en iagttager med faste vaerdier af 1, ¢, 6. Af (3.1) finder vi sa egentiden for
denne iagttager:
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Denne ligning har ingen lgsning for dr, medmindre (-g,) >0. Derfor kan ingen iagttager vare i
hvile i et omrade, hvor denne ligning ikke er opfyldt.
Heraf findes:

(3.9) Statisk grense:
g, =0 SN r=r0=‘/zrg+\/(‘/zrg)2 -Q* -a’cos’ 0

Omrédet mellem horisonten 1, givet ved (3.4) og den statiske grense 11 (3.9) kaldes ergosfaren —
eller arbejds—sfaren. Dette navn er begrundet i fglgende proces: en partikel beveager sig i er—
gosferen og splittes op i to — den ene "droppes" i hullet med negativ energi — og herved kan den
anden opna at fa stgrre energi end den oprindelige partikel havde. Denne udvundne energi tages fra
hullets rotationsenergi. Saledes kan hullet levere energi til sine omgivelser. Processen kaldes Pen -
rose—processen. Se ref.5 p. 904.

Ergosferen ses afbildet pa fig.3.1 nedenfor.

Fig. 3.1
Figuren illustrerer, hvad der kaldes er—
gosfeeren: omradet mellem den statiske
greense og begivenhedshorisonten. Et
sdadant omrade findes kun for et roteren—
de sort hul (a=0). Figuren er taget fra
ref.5.

Tvungen rotation

I ergosferen kan ingen iagttager forblive i hvile i forhold til det anvendte koordinatsystem (i for—
hold til fix—stjernerne). Hullets rotation vil bevirke, at alle inertialsystemer traekkes med rundt: det
er ikke leengere det store omgivende univers, der definerer, hvad rotation er.

Det fremgar af fplgende betragtning:

For partikler, der bevaeger sig med lyshastigheden, er egentiden dt = 0. For langsommere partikler
er dt > 0. Vi ser herefter pa en partikel/iagttager, hvor r og 0 er konstante. Af (3.1) finder vi sé:
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sin’ 0
2

(3.10) dt>0 == —fz—[dt—asinzﬂdcp]z+ [(r2 +a2)a'cp—aa’t]2 <0

= Q. < w< Q

min

med definitionen = %) og hvor

R s YA
o) sin 6 Q sin©

» = . 5 = .
™ 1 a* - Aasin® * r+a* ++/Aasin®

Det er i ovenstaende forudsat, at a> 0.

Det interessante er her, at Q . kan blive positiv (ligesom €___er det). Betingelsen for dette er

(3.11) Q.>0 &5 a>.£A6 < A-a*sin*0<0 < (-g,)<0
sin

Dette er ifplge (3.9) ensbetydende med, at vi befinder os inden for ergosferen! I denne er hvile altsa
ikke mulig — alt og alle tvinges med rundt i hullets rotationsretning med en vinkelhastighed, der
mindst er Q_ .

Ved horisonten er A=0, og Q_. og Q _bliver identiske. Her er der derfor kun en mulig vinkel-
hastighed, og denne er

L. o _ __a o
(3.12) Pahorisonten: o= _, =L - med r=r, givet ved (3.4)

Antager vi eksempelvis, at a = %, Q = 0 og at hullets masse er en solmasse, finder vi af (3.12):

Vs _,__1 _300.000km/s
(B +(n)  rlc 3km

(B3.13) a="%0=0,M=M_;: 0, on= =100.0007ad/ s

Dette er en ganske betragtelig rotationshastighed. Den tilsvarende rotationsfrekvens er 15,9 kHz!
Men sé er det altsd ogsa den gvre grense for dette huls rotation (a=%).

P4 grund af hullets rotation er det her anvendte koordinatsystem ikke det simpleste at anvende, nar
fysiske processer i rummet omkring hullet skal analyseres. I stedet for anvendes ofte systemet, der
roterer med hullet med w givet ved gennemsnittet af Q . og . :

2 2
%(Qmm+9max)= a[r +a —A] &y

(3.14) ® I
(»? +a2)2 -Aa’sin’0 g

stationer

Den sidste ligning verificeres let ved at sammenligne med (3.8).
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Rumlig metrik. En partikels koordinatfart og fysiske fart.
Det fremgar af (3.8), at det anvendte koordinatsystem ikke lengere er "tidsortogonal", dvs. der i
metrikken optreeder blandingsled mellem rum og tid, her synliggjort ved stgrrelsen g, Det forar-

sager tilstedevarelsen af Corioliskrafter i det anvendte koordinatsystem, se ref.6 p.283 og 374.

Men det betyder ogsa, at den rumlige geometri ikke blot er givet ved den rumlige del af (3.8), men
derimod ved ligningen

Eu
Y =8 TY Yx hvor Y, =
V(—gn)

Se igvrigt ref.6 p.269. Her kan indices v og K antage de tre verdier 1, @, 6.
Vi finder séledes af (3.8):

(3.15)

P 0 0
A
2 A
(3.16) Yoe=| 0 sn"6—— 0
(—gn)
0 0 p’

2
2 p . 2 A 2
altsa vy, =—, Yoo =Sin* 0 : Yoo =P
= " (—gn) o

En rumlig afstand er sd givet ved
p’ A

(3.17) ds® =y, dx'dx" = *—dr’ +sin’ do® +p’de’
A ('—gn)

hvor der summeres over de rumlige indices L og K.
Heraf findes en partikels koordinatfart v :

2 . X 2 2 2 2
(3.18) sz(é) =Y o’ =p_(£) S (3@) +p2(g6_)
dr d dar  Alar (—g)\ar d

Ulempen ved denne fart er, at den er athangig af det koordinatsystem, vi bruger, idet t naturligvis
kunne tenkes erstattet af en anden tidsparameter.
Dette problem kan Igses ved at bemarke, at egentiden dt kan omskrives pa fplgende made:

(3.19) &’ =-g,dd'd* = (|[-g, dt -y dc*)’ -ds®

hvor y er givet ved (3.15) og ds? er givet ved (3.17). Det sidste lighedstegn kan verificeres ved
simpel indszttelse.
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For at fa et udtryk for farten, der er uafhengig af den anvendte tidsparameter t, benytter vi i stedet
for tiden dt fgplgende, sammenlign med (3.19) (se ref.6 p.373):

(3.20) di=[-gudt—y ds' = [-g, dt -y do

Denne tidstilvekst er tiden mellem to begivenheder mélt i et inertialsystem, der er i (gjeblikkelig)
hvile i forhold til det anvendte koordinatsystem (r, @, 6). Med denne definition bliver (3.19):

(3.19.1) _de = —(d 1) +ds*
Den herved fremkomne fart bliver sa:

s ds
(3.21) p=t dt di

T — & o, de
dt (—gtt)—yt—c; (—gtt}_Yq)?d—t—

Her er ds/dt givet ved (3.18). Lysets fart er i dette inertialsystem med ovenstédende definition lig 1,
se (3.19.1) med dt = 0. Derfor er B partiklens fysiske fart — malt i forhold til lysets fart — malt af en
lokal inertiel iagttager.

Lysets koordinatfart v, = ds/dt defineret ved (3.18) kan findes fra (3.1), idet dt = 0 for lys.

(3.22) Forlys: A8 g

ltye 1+y.e*

hvor e' er komponenterne af en enhedsvektor i bevagelsens retning , dvs.

(3.23) Y et =1

Dette kan vises ved at satte lysets hastighedskomposanter ¢; =c,e" ind i formlen (3.19) med
dt=0 og ds/dt = c,.
Man ser séledes, at lysets koordinatfart er athengig af retningen.

Begyndelsesbetingelser

Givet et valgt begyndelsessted (r, ¢, 8). Desuden en valgt bevagelsesretning givet ved ikke—
normerede koordinater

, dr d do
W=, — W¢=«/YW,§ W°=\/YBBE

og farten B. Vi indsatter de ikke-normerede hastighedskoordinater i (3.18) og finder den ikke
normerede koordinatfart v: v; =(wr )2 + (Wj)2 + (wq )2 . Herefter finder vi komposanterne e* for en
enhedsvektor i bevegelsens retning (koordinatsystem (dr, dg, dB), vektoren opfylder (3.23)):



we o W

e = o e =—— e =——

VidY Vi Yquq: VialY 6o

For at finde partiklens koordinathastighedskomposanter ganger vi denne enhedsvektor med en
(endnu) ukendt konstant k:

L

(3.24) —ke'

dt
Disse komposanter indsattes endelig i (3.21), hvorefter k kan beregnes:

k k

b= o vk JCan) 14

(3.25)

hvoraf

(3.26) k= B\l_gn _ B\/—gn

—1+By‘e‘ 1+ Py e?

Nu giver (3.24) partiklens koordinathastighedskomposanter.

32
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Beveegelseskonstanter

Der er tre oplagte bevaegelseskonstanter: da den metriske tensor er tidsuafthangig, er partiklens
energi pr. masseenhed E konstant, og da den metriske tensor ikke afhenger af vinklen ¢
(aksialsymmetri), er partiklens projektion af impulsmoment pa rotationsaksen (pr. masseenhed) J_
ogsé en beveegelseskonstant. Endelig er partiklens masse m konstant. Overraskende nok er der en
fjerde bevagelseskonstant associeret med bevagelsen i vinklen 6, K.

Disse bevagelseskonstanter kan findes ved anvendelse af Hamilton—formalisme, som ikke vil blive
gennemgaet her. Se evt. ref.5 p.897-899.
Partiklens energi pr. masseenhed E er givet ved (q er partiklens elektriske ladning):

ac* g dt dp g [ dcp:|dt q
3.27 B — iy s e ], el Yo 4-|-g -g 2|%_4,
(3.27) 8k m,(gﬁ)? - 8 =8 |

Her er © egentiden for bevagelsen, sdledes at T optylder (se (3.1)):

(3.28) g, dx'dc* = —dv* . a____ 1
dt dx’ dx*
&R Tar

Hvis vi sammenholder definitionen af B (3.21) med ligning (3.19) for egentiden dr, finder vi af
(3.27):

(3.27.1) E =

dx d dt
I A L

Vi ser pa dette udtryk i det specialtilfelde, hvor partiklen ingen elektrisk ladning har (q = 0). Anta—
ger vi yderligere, at partiklen er i hvile i koordinatsystemet (, @, 8), ser vi af (3.29), at J =0! Fplger
partiklen derimod hullets rotation med vinkelhastigheden ® .., givet ved (3.14), ser vi af (3.29),
atJ =0!

Enéelig er konstanten associeret med den variable 0 givet ved

o'’ J? do (de’ g
(3.30) KB:(pzd_r) +cosze[ (1-E?)+ 26]—(&5) (Er—) +cos’ 0| a(1-E?) + T

Det bemerkes, at disse bevagelseskonstanter ikke er brugbare for partikler med lysets fart, idet pa—
rametertilvaeksten dt = 0 for disse. Hvis Q = 0, er der dog en bevagelseskonstant, vi kan benytte
ogsa for partikler med lyshastigheden, nemlig
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dg
e J, Bewg tEe
(3.29.1) Q =0: — =
& —8x — & @
1t 1 dt

Disse bevagelseskonstanter kan bruges til at integrere bevagelsesligningeme fra 2. ordens diffe-
rentialligninger til nogle tilsvarende 1.ordens, se nste afsnit. De kan ogsa benyttes til at kontrol-
lere, om en numerisk lgsning af 2.ordens differentialligningeme er udfgrt korrekt, idet de oven—
navnte udtryk kan udregnes i hvert beregnet punkt af partiklens bane. Indenfor integrationsngjag-
tigheden skal hvert udtryk give samme tal i hvert banepunkt.

Bevagelsesligninger

Bevagelsesligningerne for en testpartikel pavirket af gravitationskrefter og elektromagnetiske
krefter fra det roterende, elektrisk ladede sorte hul, er givet ved (ref.5, p.898):

2 J k n
(3.31) fl-iz+rik-‘?x—‘b‘_=izfi"fi"
i vk m "

Her er den elektromagnetiske felt-tensor ', givet ved

(3.32) F' =g"F

In>

hvor F,, er givet ved (3.2) og I}, skal beregnes udfra (1.9).

Skrevet i stprre detalje lyder (3.31):

dr ., dd et qf (. d . dy
(333) @)  So+T; ——=;[g (F,TFF,%_)

q| dr do dr do
& dtz*fﬁng=;ng'(Fva‘*sz)*gw(F@*Fw?.;
dx

d*e dx’ d*  qf dt dy
C) _+F_S€_ =;Lgee(ﬁét&—t—+Feq’a—)

d’t _, dd dc* q| . . adr as\ dr de
d) =Ly =;Lg (Ft,gt—+F,e?d—t-)+g“’(FwE+Fw;)

Nu skal vi blot have beregnet I — symbolerne. Af formel (1.9) samt (3.8) og (3.8.1) finder vi:
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0
(3.34a) I, = —%g”ﬁ Ty = _l/zg”_gﬂ I =hg" 98,
or or or
r n agrr r n g r mn ag
Lo =728 26 Lo =28 :p Lo = —%28 _;ee_
g, og g 08 o
3.34b TP 14] 6% -2y g% P& 2 =y o® 200 o0 S0
(3.34b) B z(g o B ) 0 z(g 55 o
( 8 dg g 0240 )
[P = g% =0 4 g% 2% Iy =% g% —2+g%—=
{g ar 2 o ) % 2(g 0 % a0
0 o0 0F, 9 o0 08, 0 0o 08,
(359 To=48"%  Te=e"5g  Tr="¥em g
e 1,g™ 9800 I = g% 08 o rge - 1g" 2N
r 0 90
og og ag 08,
3.34d ! =1 gt St 4 oo °F L =1 ot Z0n | Sto “O0t
(3.34d) B {g ar T8 o ) o {g 0 % a0
8. g, g, og
ri A (] PP 1t P rt == 17 1t P + to PP
(g r or ) 4 2(g 00 & a0

I disse ligninger optraeder 10 forskellige partielle afledede m.h.t. rog 6 ad de 5 g, — led:

2 _2rlr-0? =)
(3.35) 9. _P (4 o) 98t _ 942 sin6cosh” ?

or P 06 p

3 2.2rlr-0* 3 r-0*r* +a*
Ew _ —asin®0 P (4 Z ) 8o _ -2a sinecose( g )(4 )
or p Gl p

2r(A-p?) +p?

98, _ ( 2 )+p %8 _ 242 sin ()cosel
or A 90 A

02, o6 2rp* +a* sin® 8(p2 ~2r(r -0 ))
or p4

08, ' (r2 +a2)p4 +a’sin? B(r - Qz)(sz +a’sin® 3)

—— = 2sin OcosO i
a0 p

98w _ o, 98w _ _94? sin 0 cosd
or 00

Herefter kan samtlige 20 forskellige I" — symboler beregnes. Det bemarkes, at det er relativt billigt
sluppet med 20 stk., idet der principielt kunne vare 40 forskellige I" — symboler.

I de numeriske beregninger gnsker vi at have t — altsd tiden for den fjerne iagttager — som parame—
ter. Til dette forméal bemeerker vi, at
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d* d(d\ d{dtd dat\' d* d* d
(3.36.1) LA AT LA e
dit dt\dv) de\dvdt) \dt) di*  d<t dt

2

Herefter benyttes ligning (3.33d) til at bortskaffe leddet %, altsd ses af (3.36):

& (atV & a’ dt q ., d"\d
3362 —_— | — — _I‘t T __}"vt el
6.56.2) e (d'c) dr’ +[ e e m a‘t)dt
Heraf fas sé
2 2 2 2 j k 7
CEONE AN AN EAN IR T P SaE
dt dt) dt dt, Podt odt m dt dt )dt

Dette sidste indfgres i ligningerne (3.33 a-c), og de fremkomne ligninger multipliceres med (%) ;

t
Stgrrelsen % beregnes af (3.28).
De herved fremkomne ligninger vil herefter f4 udseendet

" dv
" dt dt

2.0 J k n 1 J k
(3.38) d*x [ . dx! dx _q_F,dfxdt)dx o e dx

9 1
a® \ " Fd dt m " drdi)dr K d A m

hvor xt er en af de rumlige variable 1, ¢, 6. Ved numerisk lgsning af disse ligninger isoleres den 2.
afledede af de rumlige variable. Endelig omskrives de herved fremkomne 3 2.ordens differential—
ligninger til 6 koblede 1.ordens differentialligninger — efter samme recept som nzvnt i kapitel 1.
Det er af interesse at notere, at (3.38) ogsé er brugbar for partikler, der bevaeger sig med lyshastig—
heden, idet tilvaeksten i egentid dr=0 for disse, og dermed falder de led i (3.38), der vedrgrer den
elektromagnetiske felttensor, ud.
Ved en teoretisk analyse af partiklers baner i rummet omkring det sorte hul kan man ved hjzlp af

de tidligere omtalte bevagelseskonstanter opné fglgende 1.ordens differentialligninger (Carter,
1968, se ref.5 p.897):
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dar
3.39 2 ==x+R
(3.39) a P
do J aP
b 299 _ (gt |+
) > (a sinze) A

d p % - —a(aEsin*0-J,) +(r* +a2)§

Herer

(3.40) a) P=E(r?+a?)-Ja-Lor
m
b)  R=P-A[?+(J,-aE) +K9]

2
c) ® = K, - cos’ G[az(l—E2)+.—J‘2——:\
sin” 0

Disse bevagelsesligninger er imidlertid ikke let anvendelige ved numeriske metoder, idet fortegns—
skift i (3.39a) og (3.39c) ikke er let at indpasse i algoritmen.

Jaevn cirkelbeveegelse

Ogs# i dette tilfelde vil vi se pd den enkle bevagelse, som bestar i bevagelse med konstant fart i
planen med ligningen 6 = /2. Her er det kun den variable ¢, der &ndrer sig med tiden. Vi
forudsztter i det fplgende, at partiklens elektriske ladning q er 0, samt at hullets elektriske ladning
Q ogsé er 0. Bevagelsesligningen fés af (3.38) og (3.34):

do

t

(3.41) I,,0’+2 0+ =0 hvor ®
Videre finder vi sé af (3.34) og (3.35):
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) )
(3.42) ev 2 12 B0, 98 hvoraf
or or or
2r* -a? a 1
3 (1)2+2r—20)—r—2=0

De to lgsninger til denne er

—axr2 sl
(3.43) .

+

* 3 2
2r’ —a rN2r xa

Til en given radius er der altsd to forskellige vinkelhastigheder for jeevn cirkelbeveagelse: en hastig-
hed med hullets rotation: w_, en modsat: _.

Pa figur 3.1 nedenfor ses disse to vinkelhastigheder afbildet som funktion af r i tilfeeldet a = %5, de
fuldt optrukne grafer.. P4 denne figur er desuden vist den stgrst og mindst mulige vinkelhastighed
som funktion af r (naturligvis ogsa i tilfeldet a = %2), nemlig Q. og €2 . fra (3.10), de med kryds
markerede grafer. Man ser, at jevn cirkelbevagelse i hullets rotationsretning er mulig helt ind til
begivenhedshorisonten 1 = %2, hvorimod jevn cirkelbevaegelse mod hullets rotation kun er mulig for
r=2

fig.3.2
De fuldt optrukne kurver viser vinkelhastigheden med og modhullets rotationsretning for jevn

cirkelbeveegelse. De greenser for vinkelhastigheden, der er betinget af, at partiklen skal bevee—
gesig langsommere end lyset, er ogsa indtegnet (grafer markeret med krydser)
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Af (3.43) kan vi sd beregne farten B ved hjzlp af (3.21):

1 tt Alw r'—r+a|\m
& JEel _NPrea

(3.44) p-—dL
—8u —gt¢w —&n — 81 ® 1= 1 _ao

roor?

Her har vi benyttet (3.15), (3.16) og (3.17).
Indszattes (3.43) sd i (3.44), kan B beregnes. Nedenfor er de to funktioner B , 0g B_ vist som funktion

af r for a = %2. Plus og minus refererer til fortegnene i (3.43). Plus er cirkelbeveaegelse i retning af
hullets rotation, minus er modsat.

Fig.3.3
Figuren viser farten 8 for jeevn cirkelbeveegelse i planen
0 = w/2 for a = %. De to grafer viser farten henholdsvis
med og mod hullets rotation.
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Ved betragtning af figuren er det vigtigt at bemzrke, at ergosferen i planen 6 = /2 er omrédet
mellemr =% 0g =1, se (3.4) og (3.9). I dette omréde kan vi ikke forvente, at f < 1, idet koordi-
natsystemet "bevager sig hurtigere end lyset", se afsnittet om tvungen rotation samt den foregéende
figur. Uden for ergosfaren er kravet til 8 derimod det velkendte: f < 1. Figuren viser, at jevn cir—
kelbevagelse i1 hullets rotationsretning er mulig helt ind til begivenhedshorisonten r = %. Derimod
er jevn cirkelbevagelse modsat hullets rotationsretning kun mulig for r =2. Dette sidste indses let
ved at indsztte r = 2 og a = % i (3.43) (brug minustegnet!) og sa indsztte denne i (3.44).

De stabile cirkelbevagelser(stabil betyder her, at en lille @ndring af partiklens fart ikke vil betyde
radikale @ndringer i banen, som f.eks. at partiklen bevager sig mod 1 = o eller falder mod begiven—
hedshorisonten), der er tattest pd hullet, foregér i hullets rotationsretning med r = %, modsat hullets
rotationsretning med r = 4%4(se f.eks. ref.7 p.63-65). En testpartikels energi i disse baner kan findes
af (3.27a)med q=0,a =% o0g 6 = /2. Vi fir:

(3.45) Cirkelbevaegelse med hullets rotation, a =", r ="V

Vardierne af B kan fés af (3.43) og (3.44) ved henholdsvis at lade r g mod %, og satte r = 4,5.

En partikel, der langsomt spiralerer ind mod det sorte hul p.g.a energitab, f.eks. i form af gravita—
tionsbglger, vil, nér partiklen er langt fra det sorte hul, have E = 1. Derfor vil partiklen, nir den nir
den sidste stabile cirkelbane, have afgivet energien hhv. (1-E,) og (1-E ), hvor E_ og E_er givet
ved (3.45). Herefter vil partiklen hurtigt og uden nzvnevardigt energitab falde mod begivenheds—
horisonten — hvis den ikke er der i forvejen. Til omgivelserne er der derfor frigivet energien

(3.46) 1-E, =42,26%
1-E_= 3,77%

af partiklens hvilemasseenergi mc?.

Energifriggrelsen er sdledes vasentlig stgrre, nar partiklen spiralerer i hullets rotationsretning, end
den var i Schwarzschild-metrikken (5,72%).



Numeriske losninger

a) Sort hul uden elektrisk ladning

Som fgrste szt af numeriske lgsninger til ligningerne (3.38) ser vi pa fig.3.4 og fig.3.5 nedenfor en
rekke fotonbaner, der naermer sig et sort hul med elektrisk ladning Q = 0, og rotationsparameter a =

—%. Under afsnittet om beveagelseskonstanter er omtalt en bevagelseskonstant, der ogsa kan

benyttes for partikler med lyshastigheden, nemlig J /E fra ligning (3.29.1).

Langt fra det sorte hul er

Langt fra sort hul (r — o):
lim(_gu) =1, hm(ng) =0

AP : do, .. ,,dy
hm(gt—) =0 llm(gw :lt_) - llm\rz E) —ch

Begyndelsesveerdier:
Fotonbaner ved roterende sort hul
Enhed pd kvadratnet 2GM):  1.00
Rotationsparameter a: -0.50
Llektrisk ladning pd hul: 0.00
Specifik ladning pd testpartikel: 0.00
1 vlc=1.00 x = 5.00 y =3.78
2 vlc= 100 x = 5.00 y =353
3 vic= 100 x = 500 y =328
4 vlc= 100 x = 500 y = 3.03
5 vlc= 100 x = 500 y = 2.78
6 vic= 100 x = 5.00 y = 2.53
7 vic= 100 x = 500 y =228

Fig.3.4

Figuren viser 7 fotonbaner med forskellige stpdparametre. Greensen mellem banerne,
der blot afbgjes, og sa de baner,der ender pa det sorte huls horisont, er bane nr.3, der
ender i en(ustabil) jeevn cirkelbeveegelse med r = 2. Stgdparameteren for denne bane

er3.3 ry= som det vises nedenfor. Pa figuren er At = 2r g/c.
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Begyndelsesveerdier:
Fotonbaner ved roterende sort hul
Enhed pd kvadratnet (2GM): 1.00
Rotationsparameter a: -0.50
Elektrisk ladning pd hul: 0.00
Specifik ladning pd testpartikel: 0.00

...............................................................................................................

I vie= 100 x = 500 y =-3.61
2 vjc= 100 x = 500 y =-3.36
3 vle= 100 x = 500 y =-3.11
4 vic= 100 x = 500 y =-2.86
5 vie= 100 x = 500 y =-2.61
6 vic= 100 x = 500 y =-2.2
7 vlc= 100 x = 5.00 y =-2.11
8 vlc = 100 x = 500 y =-1.86
9 vic= 100 x = 500 y =-1.61
10 vlc = 1.00 x = 5.00 y =-1.36
11 vle = 1.00 x = 500 y =-1.11

....................................................................................................

e

Fig.3.5
Denne figur viser 11 fotonbaner med hver sin stpdparameter.
Greensebanen mellem de fotonerbaner, der ender i hullet, og dem,
der blot afbgjes, er bane nr. 11, der ender i en jeevn cirkelbeveegelse
pa horisonten med r = %. Stgdparameteren for denne bane er 1r
— som det vises nedenfor. Pa figuren er At = 2r g/c.

Begrundelsen for den sidste ligning er, at r’dep/dt er impulsmomentet (pr. masseenhed!) for fotonen
langt fra det sorte hul, hvor tiden t for den fjerne iagttager benyttes som parameter (altsé ikke som i
J, hvor parameteren er egentiden t). Impulsmomentet (pr. masseenhed) kan uendelig langt fra det

sorte hul skrives som hastighed(skomposant) gange stgdparameter. Og da lysets fart ¢ herude er 1,
finder vi stgdparameteren:

(3.47) Stedparameter: b=
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For at finde stgdparametrene for de (greense—)baner, der ender i en jevn cirkelbevaegelse, benytter
vi ligning (3.43) for vinkelhastigheden w = de/dt for jevn cirkelbevagelse og indsatter i ligning
(3.47) for de to grensebaner:

2
(3.48) Forr=2, a=Y%: w_ = = hvoraf b = 3,5

For gransebanen, der roterer med hullet, er vi ngdt til at lave en greenseovergang r—>%., idet bade
teeller og naevner i (3.47) gar mod 0 (funktionsudtrykket for w fra (3.43) indszttes i stedet for w):

(3.49) Forr—=%,,a=% b=Im (%)=1

1,
r—,

Det roterende sorte hul er altsa mere effektiv til at indfange fotoner, der bevager sig mod hullets
rotation end de, der bevager sig med.

Det naeste eksempel pa en numerisk lgsning er en polr bane, dvs. en bane, hvor begyndelses—
hastigheden er parailel med rotationsaksen for hullet. Se fig.3.6 og 3.7 nedenfor. De to figurer viser
samme bane, blot i to forskellige projektioner.

Begyndelsesveerdier:

Drejning af baneplan — polcer bane

Enhed péd kvadratnet (2GM): 1.00
Rotationsparameter a: 0.50
Elektrisk ladning pd hul: 0.00
Specifik ladning pa testpartikel: 0.00

1 vlc= 041 x = 4.00 y = 0.00

Fig.3.6
Figuren viser en poleer bane — begyndende i punkt 1 i hullets cekvatorplan — set fra et punkt pa
rotationsaksen, som befinder sig hgjt over hullets "nordpol” (hullet roterer mod uret i denne
projektion, idet a = %. Hullets horisont i cekvatorplanen er vist med en cirkel.
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Fig.3.6 viser banen fra et punkt "over" hullets ene pol, altsi med et gjepunkt placeret langt ude pa
z—aksen (rotationsaksen). Derimod viser fig.3.37 den samme bane fra et punkt placeret tect p&
xkvatorplanen(markeret med kvadratnet), og ogsa txt pd partiklens begyndelsespunkt — mearket 1.
Af fig.3.6 ses, at baneplanet roterer mod uret — ligesom hullet, idet a = %. Samme rotation af bane—
plan kan naturligvis ogsa ses af fig.3.7. P& denne figur er den del af banen, der ligger under akva—
torplanen, markeret med tatliggende punkter — modsztning til over denne plan, hvor banen er fuldt
optrukken. Det skal bemarkes, at tidsmarkeringeme (altsd de sorte punkter p& banen) er stgrre, jo
tettere det pdgeldende punkt er pd gjepunktet. Dette for at fremhave den tredimensionale virkning
1 projektionen.

Denne rotation af baneplanet kan forklares ved tilstedevarelsen af Coriolis—krafter i det anvendte
referencesystem.

L. Begyndelsesveerdier:
Drejning af baneplan - poleer bane

Enhed pd kvadratnet (2GM): 100

Rotationsparameter a: 0.50
Elektrisk ladning pd hul: 0.00
ﬁ(b"‘\. Specifik ladning pd testpartikel: 0.00
o
L

1 vlc= 041 x = 400 y = 0.00

.................

Fig.3.7
Denne figur viser samme bane som fig.3.6, blot i en anden projektion.
Qjepunktet befinder sig lidt over aekvatorplanen, og teet ved partiklens
begyndelsespunkt markeret med et 1-tal. Hullets horisont er vist som
en kugle.

Med passende begyndelsesbetingelser kan disse baner blive ganske komplicerede at se pa. Men der
er dog — med eller uden elektrisk ladning pa det sorte hul - en simpel egenskab ved baneplanets
hzldning i forhold til rotationsaksen: den er konstant. Dette kreever lidt forklaring: ved baneplanets
heldning i forhold til rotationsaksen forstas her veerdien af 6 i de punkter af banen, hvor do/dt = 0,
altsd i de yderpunkterpunkter, hvor 6 er stgrst eller mindst.
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Péstanden kan vises pa fglgende méde: ifglge bevagelsesligningen (3.39¢) er © = 0 i et punkt, hvor
d6/dt = 0. Af (3.40c) ses sd, at

2 2
(3.50) K, = cos’ G[az(l—E2)+ ,Jg }=(1—sin2 8)[a2(1—E2)+—%-]
sin sin” 0
Denne ligning galder kun i de omtalte ekstremumspunkter for 6.
Da K er en bevagelseskonstant ligesom a, E, J_ er det, ser vi af (3.50), at sin?@ m& have samme

veerdi i disse ektremumspunkter. Kender vi f.eks. en minimumsverdi for 6, vil alle ekstre—
mumsvardier vare enten denne 6—vardi — eller maksimumsverdien i — 6.

Det naste eksempel pd en numerisk lgsning vises pa fig.3.8 nedenfor. Begyndelsespunktet market
1 ligger uden for wkvatorplanen, og begyndelsesfarten B = 0.08 er tilstreekkelig lille til, at partiklen
indfanges af hullet.

Begyndelsesvardier:
Indfangning pd horisonten

Enhed pd kvadratnet (2GM): 0.50

Rotationsparameter a: 0.50

- Elektrisk ladning pd hul: 0.00

// PR, Specifik ladning pa testpartikel: 0.00

//' . ~__‘]/ 1 vlc= 008 x =200 y=250 z=3.00
Ve A

Fig.3.8
Figuren viser, hvordan en partikel indfanges pa horisonten af et roterende,
sort hul. Jo teettere pa horisonten, partiklen kommer, desto mere tvinges den
til at fplge hullets rotation. Set fra en fjern iagttager vil partiklen til evig tid
veere tvunget til at fplge hullets rotation — uden at den nogensinde ndr horisonten.
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Som figuren viser, fanges partiklen pa horisonten og bliver der til evig tid (tidsparameter t!).
Partiklen roterer sammen med hullet med vinkelhastigheden w, , givet ved (3.12). I dette tilfelde
fanges partiklen pé en 6 — verdi, der ikke er 0. Denne verdi ef 6 er bestemt af
begyndelsesbetingelserne. Det skal til figuren bemzrkes, at partiklen vil passere
begivenhedshorisonten til en endelig egentid!

Selvom den fjerne iagttager aldrig vil se denne passage, og selvom den fjerne iagttager ser partiklen
tilbagelagge uendelig mange omgange pa begivenhedshorisonten — vil partiklen alligevil pd en
endelig egentid kunne overkomme disse uendeligheder : partiklens fart neermer sig lysets, nir den
narmer sig horisonten, derfor forkortes egentiden i stigende grad i forhold til tiden t, og ligeledes
forkortes i stigende grad den afstand, som partiklen — set fra den fjerne iagttager — skal
tilbagelegge!

b) Sort hul med elektrisk ladning

P4 den naste figur (fig.3.9) er det sorte hul tildelt en positiv elektrisk ladning Q = 0.5, huller roterer
ikke, dvs. a = 0. Testpartiklen har den specifikke ladning g/m = 10.

Hvis vi som eksempel ser pa et sort hul med en masse pé en solmasse, er som tidligere nevnt
1,=3km. Den elektriske ladning Q = 0.5 kan s& omregnes til SI-enheder pa fplgende méde (se ind-
~ ledning til kapitel 3):

2
C

J2Gk

Ligeledes kan den specifikke ladning q = 10 omregnes til SI-enheder:

SI-enheder: Q= %

1, = 15-8,22-10'*C/m-3000m=1,23-102C

2

&
I
J2Gk, * -10%
SI-enheder: =10 € =102’46 1?0 C=1,23-10'9C/kg
m M, 2,0-10°kg

Den stgrrelse, der er af betydning for den elektromagnetiske vekselvirkning, er naturligvis produk-
tet ¢/mQ.

Det fremgér af figuren, at den elektriske frastpdning helt dominerer billedet. Der er simpelthen tale
om spredning pd et Coulomb-potential. Dette er nazppe overraskende. Satter vi derimod farten op,
bliver situationen en anden, som det ses pa fig. 3.10 nedenfor. De elektriske ladninger er uforan—
drede i forhold til fig.3.9.

Som det ses pé denne figur, er den elektriske frastgdning ikke leengere dominerende. Kun for
partikler, der kommer meget tat pa horisonten, er frastgdningen dominerende. P4 lidt stgrre afstand
af hullet kan tyngdekrefterne pa partiklerne hamle op med den elektriske frastgdning. f%rsagen til
denne méske lidt overraskende @ndring i forhold til fig.3.9 er. at partiklens energi og derved masse
forpges ved stigende fart, og derved vil tyngdekraften pé partiklen gges — medens den elektriske
frastpdning ikke pges nevnevardigt ved fartforggelsen fra 90% af lyshastigheden til 99% af
lyshastigheden. Denne effekt kan ses i bevagelsesligningerne (3.38), idet det eletromagnetiske
vekselvirkningsled er ganget med faktoren dv/dt, og denne stgrrelse formindskes ved stigende fart.
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Beskydning med ladede partikler

: : 1 vic = 090

' ' 2 vle = 0.90

: : 3 vic= 090

' : 4 vic = 090

: : S vic = 090

1 : : 6 vic= 090
% : i ‘ 7 vic= 090
4 : ' 8 vic= 090
s : : 9 vic = 0.90
g : ; 10 vic = 0.90
$ : : 11 vie = 090
T : ) 12 vic = 090
II . +eeecne- porasens dececcce é— ------- % ------- $eoceceen 4 13 ‘./‘. = 0.90
: : 14 vic = 0.90

: : IS vic = 090

"""" AR S A SR 16 vic = 0.90

: 17 vie = 0.90

5 18 v[c = 0.90

"""" P T 19 e = 090

: 20 vic = 0.90

_______________ bbby Ve =090

: 22 vic = 090

23 vic = 0.90

............... I S 24 vjc = 090

25 vic = 0.90

26 vic = 0.90

------------------------------------------ Fosmesond 27 vlc = 0.90

28 vic = 090

29 vic = 090

MoM oM oM oM M oM M oW R R R OR R R oM KK R ox MR KRR NN KRR

(T T LI T LT LT A LA L A TN VA U U UL

Begyndelsesveerdier:

6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
$.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00
6.00

Enhed pd kvadratnet (2GM): 1.00
Rotationsparameter a:
Elektrisk ladning pd hul: 0.50

Specifik ladning pd testpartikel: 10.00

0.00

y =-3.50 z=0.00
y =-325 z=0.00
y =-3.00 z= 0.00
y =-275 z= 0.00
y =-2.50 z= 0.00
y =-225 z=0.00
y =-2.00 z= 0.00
y =-1.75 z=0.00
y =-1.50 z=0.00
y =-1.25 z= 0.00
y =-1.00 z=0.00
y =-0.75 z= 0.00
y =-0.50 z= 0.00
y =-0.25 z= 0.00
y =000 z= 0.00
0.25 z=0.00
0.50 z= 0.00
0.75 z= 0.00
1.00 ~= 0.00
1.25 z=0.00
1.50 z= 0.00
175 z=0.00
2.00 z= 0.00
2.25 z= 0.00
2.50 z= 0.00
2.75 z=0.00
y =300 z=0.00
y =325 z= 0.00
y =350 z= 0.00

[ U | | N | [N | B | B 1}

Fig.3.9

Figuren viser vekselvirkningen mellem et positivt elektrisk ladet sort hul
og 29 positivt ladede testpartikler, der skydes mod hullet med 90% af lysets

fart. Pa figuren er At = 2r /c

For (tilstreekkeligt!) ekstremt relativistiske partikler spiller de elektromagnetiske kreefter derfor ikke

en nevnevardig rolle.

Denne pointe understreges ligeledes af de to sidste figurer 3.11 og 3.12, hvor den elektriske ladning
pé hullet er sat lidt ned, Q = 0,4 til gengeld for, at hullet roterer, a= —0,3. Partiklernes fart er her sat
op til 99,9% af lyshastigheden. Det ses af begge figurer, at testpartiklerne nu pé trods af den
elektriske frastgdning godt kan indfanges af det sorte hul, og de vil derved forgge hullets elektriske
ladning. Tilsvarende kan hullet naturligvis indfange partikler med negativ elektrisk ladning — her—

under ogsa partikler, der er urelativistiske. .



Begyndelsesveerdier:

Beskydning med ladede partikler

Enhed pd kvadratnet 2GM):  1.00
Rotationsparameter a: 0.00
Elektrisk ladning pd hul: 0.50
Specifik ladning pd testpartikel: 10.00

vic = 0.99
vic = 0.99
vic = 099
vic = 0.99

6.00 y =275 z= 0.00
6.00 y = 3.00 z= 0.00
6.00 y =325 z= 0.00
6.00 y = 350 z= 0.00

I vlc= 09 x= 600y =-350 z= 0.00
2 vje= 09 x= 600 y=-325 z= 0.00
3 vle= 099 x = 600 y=-3.00 z= 0.00
4 vic= 099 x= 600 y=-275 z= 0.00
: S vic= 09 x= 600 y=-250 z= 0.00
1 3 6 vic= 099 x= 600y =-225 z= 0.00
5 7 vic= 099 x = 600 y=-200 z= 0.00
4 8 vic= 099 x= 600 y =-1.75 z= 0.00
5 vic= 099 x = 600 y =-1.50 z= 0.00
g vie= 099 x = 600 y=-125 z=0.00
g vic= 099 x = 600 y =-1.00 z= 0.00
70! vic= 099 x = 6.00 y =-0.75 z= 0.00
11 + vie = 099 x = 600 y =-0.50 z= 0.00
ﬁ : vic= 099 x = 600 y =-0.25 z= 0.00
14 . vie= 099 x = 6.00 y =000 z= 0.00
15 ¢ vie = 099 x = 6.00 y = 025 z= 0.00
5‘; ¢ vic= 099 x = 600 y = 050 z= 0.00
18 . vic= 099 x = 600 y =075 z= 0.00
ég $ vic = 099 x = 600 y = 1.00 z= 0.00
21 & vie= 099 x = 600 y =125 z= 0.00
% ¢ vic= 099 x = 600 y = 1.50 z= 0.00
59 vie= 099 x = 600 y =175 z= 0.00
25 : vice= 099 x = 600 y =200 z= 0.00
%‘3 ¢ vie = 099 x = 600 y = 225 z= 0.00
%g vic= 099 x = 600 y =250 z= 0.00

. x =

H x=

x =

X =

Fig.3.10
Denne figur svarer til fig.3.9, blot er partiklernes fart gget fra 90% af
lyshastigheden til 99% af lyshastigheden. Det fremgar, at den elektriske
frastpdning ikke leengere er sa dominerende i forhold til tyngdekreefterne.

Hermed er denne fortelling forelgbig slut!
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Begyndelsesveerdier:
Beskydning med ladede partikler Enhed pd kvadratnet 2GM): 1.0
Rotationsparameter a: 0.30
Elektrisk ladning pd hul: 0.40
Specifik ladning pd testpartikel: 10.00

.............................................................................
....................

vie = 0.999

1 x= 600 y=-350 z= 0.00
2 vlc=0999 x = 600 y =-325 z=0.00
3 vjc=0999 x = 600 y=-3.00 z= 0.00
4 vic=0999 x = 600 y =-275 z=0.00
¥ S vlc=0999 x = 600 y =-250 z= 0.00
71 6 vic=0999 x = 600 y =-225 z= 0.00
2 7 vic =099 x = 600 y=-2.00 z=0.00
f, : 8 vic=0999 x = 600 y=-175 .= 0.00
5 9 vl =099 x = £00 y =-150 z= 0.00
g 10 vic = 0999 x = 6.00 y =-1.25 z= 0.00
8 . 11 vic=0999 x = 600 y =-1.00 z= 0.00
9 ¢ 12 vic = 0999 x = 6.00 y =-0.75 z= 0.00
ﬁ ; 13 vie = 0999 x = 6.00 y =-0.50 z= 0.00
12 s 14 vic = 0999 x = 600 y =-0.25 z= 0.00
;3 : IS vic = 0999 x = 600 y = 000 z= 0.00
15+

fig.3.11
Figuren viser, at indfangning af ladede relativistiske partikler med samme ladningsfortegn som
det sorte hul kan finde sted. Det sorte huls ladning bliver herved forgget. Med de pa figuren
opgivne elektriske ladninger spiller den elektromagnetiske vekselvirkning ikke nogen stor rolle,
nar farten pa partiklerne er 99,9% af lyshastigheden




Og endelig figur 3.12:

BN & W~
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S

Begyndelsesveerdier:

Beskydning med ladede partikler

Rotationsparanieter a:
Elektrisk ladning pd hul:

vic = 0.999

11 ;

1 x = 600y
2 v/c=0999 x = 600 y
3 vie=0999 x = 600 y
4 vic=0999 x = 600 y
S vie=0999 x = 600y
6 vic=0999 x = 600 y
7 vic=0.999 x = 600 y
8 vic=0999 x = 600 y
9 vic=0999 x = 600 y
10 vic = 0.999 x = 6.00 y
11 vic = 0.999 x = 6.00 y
12 vic = 0.999 x = 6.00 y
13 vic = 0999 x = 600 y
id vlc = 0999 x = 600 y
IS vic = 0999 x = 6.00 y
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Enhed pd kvadratnet 2GM):

-3.50
-3.25
-3.00
-2.75
-2.50
-2.25
-2.00
-1.75
-1.50

1.00
-0.30
0.40

Specifik ladning pad testpartikel: 10.00

z=0.00
z=0.00
z=0.00
z= 0.00
z= 0.00
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z=0.00
z=0.00
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-1.25 z=0.00
-1.00 z= 0.00

-0.75
-0.50
-0.25
0.00

z=0.00
z= 0.00
z= 0.00
z= 0.00
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Fig. 3.12
Figuren svarer til fig. 3.11 - her roterer hullet blot "med" partiklerne





