Bevis for lgsningsformlen til vaekstligning for logistisk vaekst
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Differentialligningen for logistisk vaekst er:

©  Z=ayM-y)

dx
hvor y er populationens stgrrelse pa tidspunktet x.

Vi separerer fgrst de variable:

M
y-(M-y)

1
y(M-y)

dy = a - dx ogganger med M pa begge sider: (2) dy=M-a-dx

Opgave 0: hvilke vaerdier af y udelukker vi ved den f@rste omformning?

Inden vi kan integrere, ma vi omforme venstresiden:

M 1
=—+4
y(M-y) M-y

(3)

- det kaldes partial-brgk-oplgsning

R Ir

Opgave 1: vis at det er rigtigt — uanset y-veaerdi!

Vi indsaetter oplgsningen (3) i (2):

(4) (ML_y+§)dy=M-a-dx
Denne ligning integreres sa pa begge sider. Resultatet er:
(5) —In|M —y|+Inly|= Ma-x+c
Opgave (2): vis det!

Vi ganger (5) igennem med -1 pa begge sider:

(6) InlM —y|—Inlyl|=—Ma-x—c
hvoraf fglger:
(7) In |?| =—Ma-x—c  ogherafigen: |?| = e Max—Cc — p=Max.p=c¢

Opgave (3): begrund disse omformninger!

Ved at ‘ophave’ numerisk-tegnet, fas:

? =+4e C.e™MaX = C.e=MaX Qyorvyjharsat +e~¢ = C (C kan ikke blive 0 her)

Vi ganger sa ligningen med y pa begge sider:
M-y:y.c.e_M’a'x
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Og omformer sa igen

M_y:y.c.e—M»a-x P M:y_|_y.C.e—M«a-x:y.(1+C.e—M»a-x)

Endelig isoleres y:

M

(8) Y = [ioe-Max - hermed er Igsningsformlen vist

Og dog: havde vi ikke ved den fgrste omformning af (1) udelukket visse vaerdier af y?

Opgave 4: vis, at de to udelukkede veerdier faktisk er Igsninger til (1)! Kan disse vaerdier af y opnds af
Igsningsformlen (8) ved en passende veerdi af konstanten C ?
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