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Differentiation af sammensatte funktioner

- Fra www.borgeleo.dk

En sammensat funktion af den variable x er en funktion, hvor x f@rst indszettes i den sakaldte indre
funktion. Resultatet fra den indre funktion indszettes sa i den sakaldte ydre funktion. Herved fas
resultatet: den sammensatte funktions veerdii x.

Hvis vi indfgrer navne pa funktionerne, kan vi udtrykke det pa fglgende made:

(1) Indre funktion: u = g(x)
(2) Ydre funktion: y = f(u)

Den sammensatte funktion s(x) er sa defineret sadan: s(x) = f(g(x)) - se figuren nedenfor.

x-talmaengde u-talmaengde y-talmaengde

Sammensat funktion s(x) = f(g(x))

Opgave 1
Vi gnsker at danne den sammensatte funktion s(x) = f(g(x)), hvor
g(x) =2x—-1 0g fw =Vu

a) Udregn s(1), s(5) og s(13) ved at begynde med at udregne g(1), g(5) og g(13) og sa
indszette disse tal i funktionen f(u) i stedet for u.
b) Opstil et udtryk for s(x)
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c) Opskriv definitionsmaengden for s(x)

Opgave 2

Vi ser pa den sammensatte funktion

s(x) = (3x +1)2

a) Opskriv en forskrift for den indre funktion g(x)
b) Opskriv en forskrift for den ydre funktion f(u)

c) Udregn parentesen i anden i den sammensatte funktion ovenfor, og bestem herefter den
afledede funktion s'(x)
d) Beregnsas'(0),s'(1) ogs'(5)

Vi vil herefter se pa, hvordan vi generelt beregner den aflede funktion af en sammensat funktion.

Vi benytter de samme betegnelser som ovenfor, se (1) og (2).

Med disse betegnelser kan den aflede funktion differentieres pa fglgende made:

Y
(3) ol kaedereglen
Eller med andre betegnelser:
(3a) s'"(x) = f'(uw) - g' (%), hvor u skal udskiftes med g(x)

hvor den sammensatte funktion s er givet ved s(x) = f(g(x))

Eksempel

Vi ser pa funktionen s(x) = (2x + 1)3

Vi opfatter funktionen som sammensat af den ydre funktion

f(u) =u® med den afledede funktion f'(u) =3-u?
og den indre funktion

g(x) =2x+ 1 med den afledede funktion g'x)=2

Vi kan nu beregne differentialkvotienten af den sammensatte funktion ved hjzelp af
(3a):

S =fw-gx)=3u?-2=3-Q2x+1)?-2=6-2x + 1)?

Feks.ers'(1)=6-(2-1+1)2=6-32=54
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Laeg meerke til, at den variable u udskiftes med 2x+1 i overensstemmelse med reglen
(3a)

Opgave 3

a) Beregn den afledede funktion s'(x) for den funktion, der optraeder i opgave 1.
b) Udregn s'(1), s'(5) ogs'(13)

Opgave 4

a) Beregn den afledede funktion s'(x) for den funktion, der optraeder i opgave 2.
b) Udregn s'(0),s'(1) og s'(5)
¢) Sammenlign disse resultater med opgave 2

Opgave 5

a) Beregn den afledede funktion af s(x) = (10x — 3)7
b) Beregn den afledede funktion af s(x) = ﬁ og herefter s'(1)
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Bevis for reglen for differentiation af sammensatte funktioner
Vi benytter de samme betegnelser, som blev indfgrt pa side 1 af dette dokument:
Indre funktion: u = g(x)
Ydre funktion: y = f(u)
Den sammensatte funktion s kan ogsa skrives som s(x) = f(g(x)).
Vi danner tilvaeksten i funktionen g(x):
(4) Au=Ag = g(xg + Ax) — g(xp) hvor Ax er tilvaeksten i x
Og danner ogsa tilvaeksten i funktionen f(u):
(5) Ay = Af = f(up + Au) — f(ug) hvor Au er givet ved (4)

Det forudsaettes, at funktionen g er differentiabel i tallet x, sdledes at
Ag ’ °
(6) - 9 (x9) narAx — 0
Og at funktionen f er differentiabel i uy = g(x,), sadan at
(7) g — f'(up) narAu — 0 (som Au ggr, nar Ax — 0, fordi g er kontinuert i x,)

Vi udregner sa differens-kvotienten for den sammensatte funktion:

(8) Ay_Ay_Au_Af_Ag
Ax  Au Ax  Au Ax

Her er i—z differenskvotienten for den sammensatte funktion s(x) (der begynder i x og ender i y),

og vi kan derfor betegne denne med 2—; . Altsa omformes (8) til

As _ Af Ag
Ax ~ Au Ax

(8a)
| (8) har vi fgrst brugt en regneregel for brgker og ogsa udnyttet (4) og (5).

Endelig ser vi pa, hvad der sker med (8) nar Ax - 0 (og dermed Au — 0):

As _ Af A , ) .
(9)5=E-§ - f(ug) g (xg) narAx - 0

Hermed har vi vist, at den sammensatte funktion s(x) = f(g(x)) er differentiabel i x,, og

(10) s'(x0) = f'(uo) - g'(x0), hvor uy = g(xo)

Betydningen af denne szetning er det samme som betydningen af kaedereglen (3).
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Differentiation af den naturlige eksponentialfunktion e*
Vi definerer funktionen f(x) pa fglgende made:

(11)  fx) =e”
Vi skal altsa forsgge at finde f'(x,).

Vi begynder med at bestemme f'(0).

1) Af=f(R)—f(0)=et—el=eh—1

h_
2) gze 1
h h
E_eh—l 0 o
3) = narh— 0
Opgave 6

a) For at finde ud af, hvilket tal, differenskoefficienten naermer sig, nar h naermer sig 0, skal
du udfylde tabellen nedenfor.

h 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001

el —1
h

b) Hvad konkluderer du mht. punkt 3) ovenfor? Og hvad bliver vaerdien af f'(0) ?
Vi vil nu bestemme f'(x,).

Vi gar frem som ovenfor:

1) Af = flxo +h) = f(x) = eth — ¥ = e*o- el —e¥o = eXo(eh — 1)

h_
2) Af _ exo(e 1) — %o - eh—1
h h h
A h—1 .
3) szexo-e——)exo-? narh— 0

Skriv ind, hvad der skal sta pa spgrgsmalets plads - se gvelse 6.

Altsa har vi argumenteret for, at

(12) fx)=e* = f'(x)=ex

den afledede af den naturlige eksponentialfunktion

Den afledede funktion af den naturlige eksponentialfunktion er altsa funktionen selv!
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Opgave 7
Bestem den afledede funktion, nar

1) s(x) = e 001X

2) s(x) =e3*
3) s(x) = pX?—4x+1
4) s(x) = eVx
5) s(x) =+e*

Differentiation af den naturlige logaritmefunktion In(x)

For at finde den afledede funktion af den naturlige eksponentialfunktion, udnytter vi, at den
naturlige eksponentialfunktion og den naturlige eksponentialfunktion er hinandens omvendte
funktioner. Derfor er

(13) eln® = x
Vi differentierer nu denne ligning pa begge sider efter reglen om sammensatte funktioner og far
(14) e"® - n'(x) =1

Heraf far vi - idet vi udnytter (13):

(15) x-In'(x) =1, altsa
(16) In'(x) = i den afledede af den naturlige logaritmefunktion
Opgave 8

Som vi tidligere har vist, er der fglgende sammenhang mellem funktionerne In(x) og log(x):
In(x) = In(10) - log(x)

Brug denne sammenhaeng til at bestemme den aflede funktion log’(x).

Opgave 9 - differentiation af a*

1) Begrund sammenhangen a* = e*n(@
2) Benyt denne sammenhaeng til at begrunde, at den afledede funktion af a* er a* - In(a)
3) Bestem den afledede funktion af 10*
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Opgave 10 - differentiation af x¢

1) Begrund sammenhangen x% = e*1"®) hyor a er et reelt tal og x er et positivt tal

2) Benyt sammenhangen ovenfor til at vise, at den afledede funktion af x* er ax®1

3) Bestem den afledede funktion af x™




