Numeriske metoder

- til Igsning af differentialligninger - fra borgeleo.dk

Eksakte lgsninger: fuldstaendig l@sning og partikulzer I@sning

Mange differentialligninger kan Igses eksakt. Fx kan differentialligningen

dy
dx

differentialligning (1)
Ipses eksakt, og den fuldstaendige Igsning er

fx)=C-e* fuldsteendig lgsning til differentialligningen (1)
hvor e* er den naturlige eksponentialfunktion, og C er en konstant.

Hvis vi kender et punkt pa lgsningskurven, kan konstanten fastlaegges - og vi finder sa den sakaldte
partikulzere Igsning til differentialligningen.

Hvis vi ved at f(0) = 2, sa er konstanten C lig med 2, og vi har den partikulaere lgsning

fx)=2-¢€* partikuleer Igsning til ligningen (1) med f(0) = 2

Numerisk I@sning

Hvorfor dog interessere sig for numeriske (tilnaermede) Igsninger? Arsagen er, at man langtfra altid kan Igse
differentialligninger eksakt. Eller at de eksakte Igsninger er sa relativt komplicerede, at numeriske Igsninger
er at foretreekke i den givne sammenhaeng.

Vi vil se pa numerisk lgsning af differentialligningen (1) med begyndelsesbetingelsen f(0) = 2.

Det er selvfglgelig ikke ngdvendigt med en numerisk Igsning, da vi jo allerede har den eksakte Igsning. Men
fordelen ved ogsa at have en eksakt Igsning er, at vi kan udregne fejlen pa den numeriske Igsning. Men
f@rst til en generel formulering af Igsningsmetoden.

Eulers metode
Den fgrste metode, vi ser pa, er den sakaldte Euler-metode. Det er i praksis ikke den bedste metode, men
den illustrerer pa en enkel made princippet i de numeriske Igsninger.

Vi ser pa en differentialligning af typen
Z—z =g(x,y) 1. ordens differentialligning (2)

hvor g(x, y) er en kontinuert funktion af de to variable x og y.

Vi sgger en (numerisk) Igsning, der opfylder, at f(x,) = y,. Vi vaelger sa en stepleengde h, der er x-
afstanden mellem beregnede funktionsvaerdier. Det betyder, at vi sgger (tilnaermede) vaerdier af den
eksakte Igsningsfunktionen f(x) i x-veerdierne xq, xo + h, xo + 2h, x¢ + 3h 0sv. som vi ogsa betegner
Xg, X1, X2, OSV



Vi betegner de numerisk beregnede funktionsveerdier y,, y1, ¥, 0sv.
Og hvordan beregner vi sa disse funktionsvaerdier?
Formlen er

Y1 = Yn + 900, Yn) - h Eulers formel (3)

hvorn = 0,1,2, ... ogx, =xo+n-h

Taenker vi grafisk, betyder det, at vi (nar n = 0) beregner differentialkvotienten % = g(xq,y,) for
Igsningsfunktionen f(x) i punktet (xg,yo). Efter formlen (3) bliver

Y1 =Yoot 90, y0) - h

Vi fglger altsa tangenten i begyndelsespunktet (x,, y,), og lander sa i punktet (x4, y;). | dette nye punkt
beregner vi nu tangenthaeldningen g(x,, y,) for en Igsningsfunktion gennem dette punkt - som
sandsynligvis afviger fra et punkt pa grafen for den eksakte Igsning - og kgrer sa et stykke ud ad denne nye
tangent:

Y2=y1+90x1, 1) h
Osv. Se figur 1 nedenfor.

Vi risikerer med denne fremgangsmade at fjerne os mere og mere fra den eksakte Igsningsfunktion f(x), i
hvert fald hvis vi bruger en for stor veerdi af 'step’-veerdien h. Som det ogsa fremgar af figur 1.

Eulers metode

o

Eksakt I@sning

Numerisk I@sning (punkter)

Figur 1: Eksakt og numerisk Igsning til y’ = 0,04y(10-y) - Eulers metode



Det fremgar tydeligt af figur 1, at den anvendte steplangde er alt for stor til at give brugbare vaerdier af de
beregnede y-vaerdier - ndr man sammenligner med den eksakte Igsning. Ikke desto mindre illustrerer
figuren principperne i numerisk Igsning: for hver numerisk beregnet y-vaerdi forsgger metoden at finde en

god veerdi for naeste y-veerdi ved at udnytte vaekstligningen.

Men vi forsgger nu at lave beregningerne med et regneark.

Princippet for regnearket fremgar af tabellen nedenfor. Den konkrete funktionen g(x, y) skal med
cellereferencer til cellerne indeholdende x, og y, indtastes i formlen for y,, ligesom cellen med vaerdien
Xo + h beregnes ud fra cellen med x, og cellen indeholdende h (med fast reference!!). Resten af
beregningscellerne fremkommer ved kopiering af fgrste beregningslinje nedad.

h = (indskriv veerdi i en celle)

x-vaerdi

y-veerdi numerisk

Evt. eksakt veerdi

Evt. afvigelse (%)

X (indskriv veerdi)

Vo (indskriv veerdi)

Xot+h Y1 =Yoo+ 9(X0,¥0) - h
Xo + 2h Y2 =y1 +g(x1,y1) - h
Xo +3h Y3 =Y2 +g(x3,¥2) - h
Osv. Osv.

Tabel 1: princippet i regnearket til numerisk Igsning

Vi veelger differentialligningen (1) som eksempel til regnearket. Her er funktionen g(x,y) = y.

Eulers V' =y og
metode y(0)=2
stepleengde h: 0,50

X y-numerisk | y-eksakt | afvigelse (%)
0 2,00 2,00 0,0
0,5 3,00 3,30 -9,0
1 4,50 5,44 -17,2
1,5 6,75 8,96 -24,7
2 10,13 14,78 -31,5
2,5 15,19 24,36 -37,7
3 22,78 40,17 -43,3
3,5 34,17 66,23 -48,4

Vi ser voldsomme afvigelser med denne steplaengde. Vi prgver derfor at halvere denne.




Eulers V' =y og
metode y(0)=2
steplaengde h: 0,25
X y-numerisk | y-eksakt | afvigelse (%)
0 2,00 2,00 0,0
0,25 2,50 2,57 -2,6
0,5 3,13 3,30 -5,2
0,75 3,91 4,23 -7,7
1 4,88 5,44 -10,2
1,25 6,10 6,98 -12,6
1,5 7,63 8,96 -14,9
1,75 9,54 11,51 -17,1
2 11,92 14,78 -19,3
2,25 14,90 18,98 -21,5
2,5 18,63 24,36 -23,6
2,75 23,28 31,29 -25,6
3 29,10 40,17 -27,6
3,25 36,38 51,58 -29,5
3,5 45,47 66,23 -31,3

Vi ser ved de mindre x-vaerdier naesten en halvering af afvigelserne. Fx ved x = 1 reduceres fejlen fra 17%
til 10%. Til gengzeld er der udfgrt dobbelt s3 mange beregninger (raekker i regnearket)

Bedre metoder - en metodes orden

Der findes bedre metoder end Eulers metode ovenfor, fx Eulers forbedrede metode (ogsa kaldet RK2 =
Runge-Kutta 2. ordens metode), og de endnu bedre RK4, Runge-Kutta 4. ordens metode.

En metodes orden fortaeller, hvad der i grove traek sker, nar man halverer steplaengden. Fejlen i forhold til
den eksakte lgsning formindskes med 1/2 oplgftet til metodens orden.

4
Fx vil fejlen ved RK4 metoden falde til G) = % ved halvering af steplaengden. Eulers metode ovenfor er

en 1. ordens metode.

Eulers forbedrede metode

Hvordan skal vi fremskrive y-vaerdierne sa de afviger mindre fra de eksakte vaerdier? Det ser vi pa i dette
afsnit.

Vi skal forsgge at forbedre den ‘haeldning’ vi benyttede for at fremskrive y-veerdierne. | Eulers metode
brugte vi tangenthaldningen for den Igsningsfunktion, der gar igennem punktet (x,,, y5,) som det fremgar
af Eulers formel (3). Vi vil ‘forbedre’ denne ved at udregne en tilnaermet veerdi for tangenthaldningen i det
naeste punkt (fremskrevet med Eulers metode) og sa benytte gennemsnittet af haeldningen i



udgangspunktet og det naeste punkt til at lave fremskrivningen. For at vaere mere konkret, sa vil vi bruge
gennemsnitshaldningen

hvor

Xp41 =Xp+h

Amiddel =

9, ¥n) + (i1, Yne1)

og

Herved bliver fremskrivningsformlen

hvor

Yn+1 = Yn + Amidder * h

2

Yn+1 =Yn T g(xn'yn) h

Eulers forbedrede formel

9, Yn) + 9(ni1, Yrr1)

Amiddel =

| eksemplet med regneark ser vi fglgende:

2

Eulers
forbedrede ,
y=y o8
metode y(0)=2
stepleengde h 0,25
X y-numerisk |y-eksakt afvigelse (%)
0 2,00 2,00 0,00
0,25 2,56 2,57 -0,22
0,5 3,28 3,30 -0,43
0,75 4,21 4,23 -0,65
1 5,39 5,44 -0,86
1,25 6,91 6,98 -1,08
1,5 8,85 8,96 -1,29
1,75 11,34 11,51 -1,50
2 14,52 14,78 -1,72
2,25 18,61 18,98 -1,93
2,5 23,84 24,36 -2,14
2,75 30,55 31,29 -2,35
3 39,14 40,17 -2,56
3,25 50,15 51,58 -2,77
3,5 64,25 66,23 -2,98

Vi ser en vaesentlig bedre overensstemmelse med de eksakte veerdier end ved Eulers fgrste metode.

(4)



En standardmetode til numerisk Igsning af differentialligninger er i mange matematikprogrammer RK4, dvs.
Runge-Kutta metoden af 4. orden, evt. med variabel steplaengde (afhangig af den estimerede fejl).

Vi gér nedenfor kort rede for denne metode.

RK4 — Runge-Kutta metoden af 4. orden

| denne metode til fremskrivning af y-vaerdierne benyttes et vaegtet gennemsnit af hele 4 estimater af
tangenthzaeldninger. Vi betegner de 4 tangenthzeldninger med kq, k, k3 0g k,.

Her er

ky = g(xn' :Vn)

1 1
ky = gCin + 51 Y0+ 3k1 )

1 1
ks = g(x, +Eh;3’n +§k2 “h)

ky=9@n+h oy, + ks h)
og den veaegtede tangenthzldning er

ky + 2k, + 2ks + ky
k = -

Og fremskrivningen sker med denne vaegtede haldning:

Yn+1 =Yntk-h

| tilfeeldet med differentialligningen y' = y bliver

ki =y,

1
kZZYn‘l'Eyn'h

1 1
k3=Yn+E(yn+E.Vn'h)'h

1 1
ky =yn+ O +§(3’n+EYn'h)'h)h

og den vaegtede tangenthaeldning bliver

key + 2ky + 2ks + ke, 1 1 1
k= =v.(l+=-h+=-h2+4+—-h3
6 V(5 htg %+ o7 1)

og derved fremskrivningsformelen



1 1 ) 1 3
Yn+1:yn+k'h:3"n+3’n(1+§'h+g'h +ﬁ'h)'h
eller

1 2 1 3 1 4

Men parentesen er jo en reekkeudvikling af den naturlige eksponentialfunktion fra O:

1 1 1 1
b1+ h+=-R2+= W3 +— -h*4+— Ko + ...
e + +2 +6 +24 +120 +

Her er e” den eksakte fremskrivningsfaktor for Igsningsfunktionen, idet
flxp +h)=2-e¥nth =2.¢¥n.eh = f(x,)-e"

For sma veerdier af steplaengden h forventer vi derfor gode fremskrevne numeriske vaerdier med
ovenstaende fremskrivningsformel for y,, . ;.

Vi prgver igen med et regneark:

RK4 metoden y'=y og y(0)=2
Steplaengde h 0,25
X y-numerisk y-eksakt afvigelse (%)
0 2,00 2,00 0,00
0,25 2,57 2,57 0,00
0,5 3,30 3,30 0,00
0,75 4,23 4,23 0,00
1 5,44 5,44 0,00
1,25 6,98 6,98 0,00
1,5 8,96 8,96 0,00
1,75 11,51 11,51 0,00
2 14,78 14,78 -0,01
2,25 18,97 18,98 -0,01
2,5 24,36 24,36 -0,01
2,75 31,28 31,29 -0,01
3 40,17 40,17 -0,01
3,25 51,58 51,58 -0,01




3,5 66,22 66,23 -0,01

Det fremgar af afvigelserne, at metoden er fx Eulers metode langt overlegen for den samme steplaengde —
men at den ogsa kraever betydelig flere beregninger.



