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Denne artikel omhandler egenskaber ved rummet og tiden i nerheden af et sort hul — den singulari—
tet i rum og tid, der ifplge Einsteins relativitetsteori skulle eksistere og som manifesterer sig ved
tilstedevearelsen af voldsomt staerke tyngdefelter.

Eksistensen af et sort hul er dog ikke til dato pavist med sikkerhed. Ikke desto mindre er der gode
kandidater - f.eks. Cygnus X-1 og 2-3 stykker mere. Desuden vil der i nermeste fremtid antage—
lig komme flere kandidater til disse sorte huller, idet flere satelitter i gjeblikket undersgger himlen
for rgntgenstrale—kilder og gammastrale—kilder. Hertil kommer, at der i radiofrekvens—omrédet af
det elektromagnetiske spektrum observeres tynde strgmme af gas fra kvasarer, og disses eksistens
tilskrives virkningen af super—massive sorte huller. Det méa derfor forudses, at interessen for disse
merkvardige objekter vil tiltage — bl.a. derfor denne artikel.

(Det ma pointeres, at artiklen vedrgrer et "nggent" sort hul og ikke de tilvaekstskiver — altsa rote—
rende gasskiver — der antagelig vil omgive et sort hul og som formodentlig er ansvarlig for udsen—
delsen af bl.a. rgntgenstraling til omgivelseme, idet der ved gnidning og andre fysiske processer i
gasskiven friggres tyngde—potentiel energi ved gassens fald mod det sorte hul, og den heraf
resulterende voldsomme opvarmning kan forarsage udsendelse af rgntgenstréling.

Ejheller vedrgrer artiklen de mulige mekanismer for udsendelse af "jets" — tynde gasstrgmme, der
strler ud i to modsatte retninger fra objektet — som observeres fra kvasarer og galaksekerner og
som tilskrives eksistensen af et tungt, roterende sort hul i galaksens centrum. Denne mekanisme
har méske sin rod i det svage magnetfelt, som den interstellare plasma medbringer i sit fald mod det
sorte hul. Se igvrigt ref.1 og ref.7)

Artiklen tager udgangspunkt i Newtons gravitationslov og den heraf fglgende bevagelsesligning —
som er velkendt, i hvert fald i kartesiske koordinater. P.g.a. rotations—symmetrien af denne er det
mere naturligt at anvende polare koordinater. Det matematiske apparatur, man kan anvende ved
transformation af denne bevagelsesligning til polere koordinater, er samtidig det apparatur, der
anvendes i den almene relavitivitetsteori. Efter denne opvarmningsgvelse behandles fgrst
geometrien omkring et ikke—roterende, sort hul, den sdkaldte Schwarzschildgeometri. Og endelig
tages der fat pd den specielle geometri, der er tilstede ved et roterende, elektrisk ladet sort hul — den
sakaldte Kerr-Newmangeometri. Den anvendte parametrisering af rum—-tiden er de sakaldte
Boyer-Lindquist koordinater, idet disse giver simplere bevagelsesligninger end Kerr-koordinater
for en testpartikel pavirket af tyngdefeltet fra det sorte hul og det elektromagnetiske felt, der
stammer fra den elektriske ladning pa det sorte hul.

Bevagelsesligningerne for en test—partikel pavirket af tyngde— og elektromagnetisk felt fra det
sorte hul opstilles — og lgses numerisk — og i visse simple tilfeelde ogsé analytisk. Der fokuseres
iszr pé indflydelsen fra begivenhedshorisonten samt forskellige virkninger af hullets rotation.
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1. Newtons gravitationslov - bevaegelsesligning i polaere koordinater

Som bekendt er ifplge Newtons gravitationslov kraften F mellem to punktformige masser m, og m,
givet ved

mlmZ
r2

(1) F=G

hvor r er afstanden mellem partiklerne, G er gravitationskonstanten, G = 6,67-10"11 Nm?/kg?.

Vi antager for simpelheds skyld, at vi har at ggre med en central masse M og en testpartikel med
massen m, hvor m er ubetydelig i forhold til M. Herved vil massemidtpunktet for systemet af de to
partikler veere identisk med M? position. Dette valges som Origo i beskrivelsessystemet. Vi gnsker
at beskrive testpartiklens bevagelse under indflydelse af tyngdefeitet fra den centrale masse M. Vi
skal sd naturligvis anvende Newtons 2. lov pé den generelle form, altsd F, = ma, hvor a cr test—
partiklens acceleration. Denne resulterende kraft sattes lig tyngdekraften (1.1), og derved frem-
kommer bevaegelsesligningen

d’r mM d’r M
(1.2) mdt2 =-G e r < EZ—=—G;3—r

Her er m pé venstre side den inertielle masse, hvorimod m p4 hgjre side er den gravitationelle mas—
se. Vivil identificere disse, idet vi antager &zkvivalens—princippet: kraften fra et tyngdefelt pa et le—
geme er akvivalent med reaktionen pd en acceleration af legemet (teenk pa Einsteins kasse). Des—
uden er r stedvektoren for testpartiklen. Dette er velkendt. Derimod er det nok mindre velkendt,
hvordan denne bevagelsesligning ser ud i polare koordinater — som jo er naturligt for dette
centralsymmetriske problem.

For at tage hul pa dette, fortolker vi (1.2) pa fglgende made: sfremt tyngdekraften pé hgjre side er
0, vil ligningen beskrive en ret linie — altsd den i et Euklidisk rum korteste linie mellem to givne
banepunkter (0gsd kaldet en geodztisk linie). Lgsningen til (1.2) er naturligvis i dette tilflde

d*r

1.3 — = = r=r +v,t
dr o

Tyngdekraften pé hgjre side af (1.2) vil medfpre, at banekurven vil afvige fra en ret linie.
Opgaven er nu blot at opskrive bevagelsesligningen for jazvn bevagelse i polere koordinater — og
sd indsatte tyngdekraften et passende sted!

Her vil vi gribe til Riemann—geometriens apparatur, der simpelthen fortzller os, hvordan vi lgser
denne opgave.

(Det skal siges, at det kan ggres lettere og mindre generelt — men med denne metode introduceres
begrebsapparatur, som skal bruges senere.)

Fgrst introduceres de polare koordinater (1, ¢, 6):



(1.4)  x=rsin(B)cos(ep)

y=rsin(0)sin(¢)
z=rcos(0)

hvor r = (%, y, 2).
Nér vi gnsker at oversatte bevagelsesligningen (1.3) til polere koordinater, kan man simpelthen

bare differentiere de tre koordinaterfunktioner i (1.4) to gange og satte resultatet lig med 0. Herved
fremkommer 3 ligninger, der alle indeholder de afledede

d’r d*¢ d*®
d® = dt* * dt*

Opfattes disse som ubekendte, kan det lade sig ggre at lgse ligningerne m.h.t. disse. Og dermed op-—
stille bevageisesligningerne for jevn bevagelse i polere koordinater. Her vil vi imidlertid udnytte,
at matematikere allerede har lgst det problem(ligning (1.8) og (1.9)):

Af (1.3) finder vi, at afstanden mellem to tatliggende punkter (koordinatforskel (dx, dy, dz) eller
(dr, de, dB)) er givet ved

1.5) ds®=dx® +dy? +dz* = dr* +r?sin?(0)do? +r% do?
@

Denne stgrrelse betegnes undertiden som linieelementet — og kan f.eks benyttes til at beregne
kurvelengden af en given kurve. Desuden kunne s bruges til at parametrisere en given kurve i
rummet.

Idet vi opfatter hgjresiden i (1.5) som en kvadratisk form i de variable (dr, dg, d6), kan vi heraf af-
lese den sdkaldte metriske tensor g, :

1 0 0
(1.6) g,=10 r*sin*(6) O hvor altsd g, =1, g, =r’sin>(8), gg, =r".
0 0 r

Vi fér ogsa brug for den inverse til denne matrix:

1 0 0
(17 g*=|0 S — 0 hvor altsa g” =1 g“’“’:——-—i— g99=i
' r? sin?(0) ’ r*sin*(0)’ r?
1
o o =
r

Og sa kommer det (altsd bevagelsesligningerne for en partikel, der med konstant fart fplger den
korteste vej mellem to punkter — ogsa kaldet jevn bevagelse):

Bevagelsesligningen for jeevn beveegelse er i vilkdrlige koordinater x' , hvor i lgber fra 1 til 3
(koordinatnumre!):



d*x’ - dx! dx*
18) —-+T,, ———=0
(18) dr? *odt o dt
hvor

;1 .98, og 0g
19) Ip=—g"(—=ZL ¢ ok _ =/
(19) T 2% (axk ox’  ox”

)

Her er underforstdet summation over dobbeltforekommende indices i hvert led. I (1.8) skai der si—
ledes summeres over j og k, 1 (1.9) over n.

De indgéende I'-symboler kaldes de affine forbindelser — eller Christoffel-symboler.

Disse ligninger svarer ngje til bevagelsesligningerne (1.3), som blot er udtrykt i kartesiske koordi—
nater.

Det ser mdske lidt afskrackkende ud, men bruger vi (1.6) og (1.7) og differentierer dem som angivet
i(1.9), finder vi:

(1.10) T, =-rsin’(0) Lgo=-7

ry- I, = cot(6)
I = 1 I, =-sin(6)cos(0)
r

Alle gvrige er 0 — pdnzr dem, der er symmetriske med ovenstdende i de nedre indices — denne
symmetri stammer fra, at den metriske tensor ogsa er symmetrisk.
Bevagelsesligningeme for jeevn bevagelse (1.3) i polre koordinater bliver sé (af (1.8)):

(1.11) a) %—rsinz(e)(i—f) -—r(d—ej =0

dt
b) d§p+2d r do e t(e)a’cpafe
dt dit dt
c) @+Zfl—r—f@—cos(e)sm(6)( )2—0
dr’ dt d

Tyngdekraften indfgres nu i ligning (1.11a) pé hgjre side som i (1.2), idet jo kun den radiale beva—
gelse pévirkes af centralkraften:



(1.12) a) d—2—=—G—+rsm (6)( Z)Z r(flg)

dr* dt
2
By LR 2EAY gy E0d
dt r dt dt dt dt
2 2
c) fﬁ?=—%—§—r§+cos(6) sm(G)( )

I ligning (1.12a) optrader pa hgjre side (to) centrifugal-led, som maske lettest genkendes i det til—
feelde, hvor 6 = 90° (bevagelseskonstant):

d*r do)
1.12.1 G— —t
( ) 9 drr (dt)
b) d’_ 2drdy
dr* rdtdt

I tilfaeldet r = konstant, altsa jeevn cirkelbevagelse, er der ligevaegt mellem tyngdekraften og
centrifugalkraften, og vi far af (1.12.1a)

a3 -6Mirerc0 o o' -oM, hvorwscji—cf
¥

Dette er jo den velkendte Keplers 3. lov for jevn cirkelbevagelse.

Den analytiske "lgsning" af ligningerne (1.12.1) er gennemgaet i mange leerebgger — hvor der her
ved en lgsning forstds r som funktion af ¢. Det er velkendt, at lgsningeme er keglesnit: ellipser,
parabler og hyperbler.

Derimod ligger det tungere med lgsninger, hvor r og ¢ opskrives som funktion af tiden t — idet lgs—
ningsforsgget ender i et sdkaldt elliptisk integral, der ikke kan udtrykkes ved elementare funktio—
ner.

Vi kan dog godt fa en ide om lgsningeme udfra (1.12.1):

Beveegelseskonstanter
Af (1.12.1b) finder vi



2 2
(114) dy  2drdp . afQ. B . AfadgY
dt rdt dt dt dt dt dt dt

hvoraf

J=r fl_ctp =bevagelseskonstant

Af (1.12.1a) finder vi efterfplgende

Ir do &ir M T
115 e, 2 @
(13 dt* 7 r(a’t) = dt* R
2 2
o od T M S
dt dt* r* dt r dt

og videre heraf

d (dr)z 26M J?
—f |1 — +—|=0
dr\\ dt r r?

Det fglger heraf, at vi har en bevagelseskonstant E, hvor

2 2 2
(1.16) 2E = (dr) . DR E=1/2(%) _GM T

dt r r

Af (1.16) findes fglgende ligning:

2 2
(1.17) (d_r) =2E—(—ZGM +~J—2—)
dt ¥ r

Det sakaldt effektive potential, der er afggrende for partiklens bevagelse, er s defineret ved

(1.18) V(r )-(-MTM Jz )

r
Af denne findes
2
(119) V'(r )—%—213—=%—(M6r—ﬁ)
r ¥

Heraf ser vi, at V er aftagende for r < MG/J? og voksende for r > MG/J2. V har minimum for
1=1,=MG/J%



I dette minimun er jeevn cirkelbevegelse mulig, séfremt 2E = V(r ), se (1.17) med dr/dt = 0. Denne
cirkelbevagelse er stabil, dvs. en lille tilvakst i dr/dt vil altid give en lille @ndring af banen, idet E
i(1.17) vil forgges en smule, og derved fér ligningen for vendepunketrne dr/dt = 0 indsat i (1.17) nu
to Ipsningerr_, ogr ., der begge er tet pd r . Banen er blivet en smule elliptisk.

Uanset hvor meget dr/dt forpges (og dermed E forgges), vil vendepunktsligningen dr/dt = 0 indsat i
(1.17) have en Igsning r_, , idet V(1) — oo for r — 0. Partiklen vil altsd ikke kunne beveege sig til r =
0 safremt J = 0. Som vi vil se senere, er dette ikke tilfeldet for partikelbevagelse omkring de sorte
huller, der vil blive behandlet senere.

Numerisk er ligningerne (1.12.1) lette at 1gse, idet begyndelsesbetingelserne

dr do
1.20 , e
( ) (T0,%0) og (a’t df )0

skal angives. Her kan vinkelhastigheden de/dt findes som v /r, hvor v, er hastighedsvektorens
komposant ortogonal pd r, v, = r(dg/dt).

Herefter kan (1.12.1) opskrives som 4 koblede 1. ordens differentialligninger, ndr man indfgrer de
variable v, =dr / dt og v, =do/dt.

Og sa kan en passende Euler— eller Runge—Kutta metode "step by step" give os til en numerisk
lgsning.
Noget lignende gzlder for de mere komplicerede bevagelsesligninger, vi stgder pa nedenfor.



2. Beveegelse neer sort hul - Schwartschildgeometri

11916 lykkedes det K. Schwarzschild at Ipse Einsteins feltligninger for tyngdefeltet fra en punkt—
formig masse — og séledes beskrive geometrien i neerheden af denne. I Einsteins teori er tyngdefel—
tet blot et udtryk for rummets geometri (eller rettere rumtidens geometri, idet tidsdimensionen ind—
gdr i den geometriske beskrivelse omtrent pa linie med de tre rumdimensioner). Beskrivelsen af
geometrien ved denne punktformige masse (og dermed ogsé tyngdefeltet fra denne) gives i form af
et linieelement i stil med (1.5):

2GM 1
)Pl 4

2 2GM
cr (1_ - )

cr

21) -cfd?=-(1-

dr® +r? sin®(0)do® +r* do*

Den masse, der giver anledning til (2.1), befinder sig i punktet 1 = 0.

Desuden er dt egentiden for bevagelsen mellem rumtidspunkterne (t, 1, ¢, 6) og

(t+dt, r+dr, @+dg, 6+d6), dvs. tiden for bevagelsen mellem disse to punkter malt pé et ur, der fpl—
ger beveegelsen.

Et ur, der er i hvile i det her benyttede koordinatsystem (r,¢,0) (altsd dr = 0, dgp = 0, df = 0), vil
ifplge (2.1) vise tidstilvaksten (egentiden)

_2GM

2
cr

2.2) Ar=1 At

Uret vil séledes gd langsommere end et tilsvarende ur langt fra den centrale masse (der har position
1 = 0). For et ur, der befinder sig i hvile langt fra den centrale masse M, ses af (2.2), at tidsparame -
teren t er identisk med (egen—)tiden malt pa et ur i hvile langt fra den centrale masse.

Viser ogsd af (2.2), at et ur, der befinder sig i hvile tet ved positionen 1 = 1,=2GM, /c*, vil vise en

tid A7, som er meget mindre end At, d.v.s. at uret er nasten gdet i std — set fra den fjerne iagttager.
Enhver bevagelse gir meget langsomt, nér et legeme er tat pd r = 1, — bedgmt af en iagttager fjernt
fra denne position. Denne serlige "radius" kaldes Schwarzschild—radius.

Det skal her nzvnes, at (2.2) skal forstds meget bogstaveligt: det amerikanske standardur, der er
placeret i 1,5 kmS hgjde over havet, gar (lidt!) hurtigere end det europziske, der er placeret ved
havoverfladen (i Paris).

Den rumlige geometri er bestemt af sidste del af (2.1):

(2.3) ds*= Wa’r2 +r?sin®(0)do* +r* do?
A= )

ctr

Ligheden med (1.5) er sldende, men en lzengde ds i dette rum er ikke lig med dr, nar vinklerne
ifastholdes — og r er saledes blot en radial parameter - ikke den radiale afstand. Faktisk kan det vi—
ses af (2.3), at overfladen af en kugle er 47 r2 — men r er ikke kuglens radius!

Den rumlige geometri beskrevet ved (2.3) bryder sammen ved Schwarzschild-radius. Kuglefladen
med r = 1, kaldes begivenhedshorisonten, fordi intet — heller ikke lys — kan forlade omradet

I<I, Begivenheder indenfor denne kugleflade er séledes ikke tilgangelige for iagttagere med



I>T,. Derfor betegnes den del af rummet, der befinder sig indenfor denne kugleflade, for et sort hul.
Ifplge Einsteins teori vil en testpartikel, der kun er pavirket af et tyngdefelt, fplge en bane i den 4—
dimensionale rumtid, der giver stgrst mulig egentid. Egentiden i (2.1) er en slags "afstand" i den 4
dimensionale rumtid, som ved frit fald altsd skal veere maksimal.

Vi har tidligere set pa en lignende ekstremumsopgave: ndr en partikel ikke er pavirket af ydre kraf-
ter, vil den ifplge Newtons 2. lov fglge en ret linie - d.v.s. den korteste afstand mellem to givne
punkter i rummet. De ligninger, der styrer denne bevagelse, er givet ved (1.8) og (1.9).

Den nye ekstremumsopgave, hvor det er egentiden, der skal veere maksimal, er styret af preecis de
samme ligninger — blot nu i 4 dimensioner! De giver altsé den kurve i det 4—dimensionale rum, der
udviser maksimal egentid for beveegelse mellem to punkter i rumtiden.

Da opgaven altsd matematisk set er den samme, gar vi frem pd samme made:
- forst aflaeser vi den metriske tensor g, for rumtiden af (2.1)

~ dernst beregner vi de affine forbindelser I}, af (1.9)

- endelig har vi s& bevagelsesligningeme i (1.8).

Ifplge (1.8) vil de forskellige affine forbindelser I'j, optrde som accelerationsled for de forskel-
lige rumtids—koordinater — precis som de to centrifugalaccelerationer pé hgjre side af (1.12a). I
den almene relativitetsteori er der ikke nogen skelnen mellem "rigtige" tyngdekrafter og "fiktive"

kreefter (centrifugalkreefter, Corioliskrefter m.v.). De er nemlig alle "fiktive":

i en frit faldende, ikke roterende Einstein—kasse (et lokalt inertialsystem) er ingen af disse krafter
til stede.

Nu til opgaven:
Af (2.1) afleeser vi den metriske tensor:

-Ac*> 0 0 0
0 1 0 0 2GM
= I
(24) g, = A hvor A=1-——=1-%
0 0 r’sin’(8) O &r r
0 0 0 P
o 2 l 2 .2 2
altsa  g,=-Ac”, g, =Z 8o =1"sin"(0) oo =T
Vi skal ogsa bruge den reciprokke tensor til (2.4):
1 1 1
241) g =———, oA, w0 _ oo _ 1
2Alg Ac? 5 J r*sin’ @ £ r?

Og sa beregnes de affine forbindelser:



10

2

r c rg r rg r s .2 ¥
(2.5) I‘,,=A2r2 r"=_2Ar2 I,,=—Arsin”(8) Tg=-Ar
1
L= Iy, =cot(8)
r
(] 1 (] x
Io=— I, =—sin(6)cos(6)
r
t — rg
T2A4r?

hvor A er givet i (2.4). Igen er disse affine forbindelser symmetriske i de nedre indices.
Bevagelsesligningerne (1.8) for frit fald i tyngdefeltet:

2.6) a) dlhﬂ(ﬁ) N (d—’) +Arsin2(6)(%;£) +Ar(d—8)

a2 \dt) 24r*\dv dt
2
p L. 2, DD
# rdvde &
2 2
c) §=—%%§+Sin(9)cos(6)(%)
o Sl L dd

hvort er egentiden for bevagelsen.

De 4 funktioner (t, 1, @, 0) er altsa alle funktioner af parameteren .

Da det behandlede problem udviser kuglesymmetri, vil bevagelsen foregd i et plan indeholdende
punktet r = 0, og vi kan derfor valge dette plan til at vare planet 8 = /2. Dermed er (2.6¢) opfyldt,
og de gvrige simplificeres til



11

2 A 2 2 2 2
(2.6.1) a) Q=—iri(ﬂ) + s Z(E{r_) +Ar(d_(p)

a7’ 2r’ \dt) 24r*\d&t d
b d’¢ 2drdy
) 2 - 11
dt rdudt
2
o) d—zt—=—r—32£f]—r— hvor A=1—r—g
dt Ar® dv dv r

@nskes t som baneparameter — og det gnsker vi i den numeriske lgsning — gér vi frem pd fglgende

made:
_di_i(i)_i(é_d_)_ d_zfﬁf__(_di)zi
v di\dt) de\dvdt ait dt \dc) dt*

I denne benyttes (2.6.1c), og vi finder

a _ _r_géiéti+(£1£)2£ _(é)z Ty drd d°
a7’ Arl dededt \dc) dt* &t Ar? dt dt  dt*

Denne identitet indfgres nu pa venstresiden af (2.6.1a og b), og de to ligninger multipliceres med

2
(%) , hvorefter vi finder bevagelsesligningerne

d’r A T 1Y(drY d(p)z
2.6.2 a ey g £ LG~ B 4 4|
( ) ) dr’ 5o Gt ( A)(dt) r( dt

2 ¥
b) d§p= __2_+% dr do
dt ¥y or°)dt dt

Disse bevegelsesligninger kan nu sammenlignes med de tilsvarende (1.12.1) i Newtons gravita—
tionsteori, idet det erindres, at 02rg = 2GM. Vi far séledes Newtons ligninger igen, nar fglgende be-
tingelser er opfyldt:

(2.7) Newtonsk grense: 7 >>7, og drldt<<c

I denne granse ser vi af hgjresiden i (2.6.2a), at leddet indeholdende dr/dt bliver ubetydeligt i for—
hold til fgrste led pa hgjresiden. Desuden er A i denne grense ca. 1. I (2.6.2b) bliver leddet i paran-
tesen rg/r2 ubetydeligt i forhold til det fgrste led i parantesen.


























































































































